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Entonces

Si y solo si

Para todo

Todos los enteros desde 1 hasta n

Matriz A

Elemento de la matriz A ubicado en lafila { y en la columna j

Traspuesta de la matriz A
Matriz conjugada de .A
Matriz inversa de A

Matriz [dentidad

Matriz [dentidad de orden n

Determinante de la matriz A.
Menor complementario de a i
Adjunto de a;

Matriz adjunta de A
Factorial de n

Es equivalente a

Elementos de la fila i 6 fila i

Intercambio de la fila i con lafila j




[ e e
J

v

P (i)
| i
TTiF(i)
=

[A i B]

Elementos de la columna j o columna j

Intercambio de la columna i con la columna g

Elementos de la fila i multiplicados por el escalar - k

Elementos de la columna j multip]icados por el escalar k

Elementos de la fila i mas los correspondientes elementos de la fila ]

multiplicados por el escalar k

Elementos de la columna i mas los correspondientes elementos de la

columna j multiplicados por el escalar k&

Mayor que
Menor que
Mayor o igual que

Menor o igual que

Sumatoria de los elementos de la forma F{ Ly desde i = ] hasta
; i

TN =

Productoria de los factores de la forma F iy’ desde i = 1 hasta
[

=i

Matriz ampliadade A y B

MATRIZ

Capitulo

Es un arreglo, en forma rectangular, de mn elementos dispuestos en “m ” filas (lineas
horizontales) y “n" columnas (lineas verticales) y que ademas verifican determinadas

reglas de operacion.

Una matriz de m filas y n columnas se dice que es de orden m x n y ésta se encierra

entre “corchetes” o “paréntesis”.

EJEMPLO 1:

gastuneakas
Gl

Bt LE ha e
5 13

Una matriz de orden 1xn (de una sola fila) se denomina matriz fila y otra de orden
mx1 (de una sola columna) se denomina matriz columna.

EJEMPLO 2:

@7 6

| .
S et

¥3:|'|x3

Matriz fila

A=

Matriz columna

Una matriz de orden m x n , en general, se representa asi :

r '3 /
AN A
1 12 13
y/ 8% By
a a a
A" R 33
a a a
8 ml ‘m2 m3

a
2n

a3n

“a

mn

1

mxn

Notacién de LEIBNITZ

(1)

donde a, se denomina elemento de la matriz ; siendo el primer subindice (i) el nimero de
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la fila y el segundo subindice ( J) elntimero de la columna a las que pertenece dicho elemento. EJEMPLO 5

EJEMPLO 3

*  El elemento a,, esta ubicado en la fila 2 y columna 4.

*  El elemento a_ esta ubicado enlafila3 y columna 5

*  El elemento a . estaenlafila m ylacolumna?2 .

La matriz anterior se puede representar, en forma abreviada, asi:

A= [aﬁ]mx" dendes s i 41D - B s iy s B2 5 (1.2)

Notacién de KRONECKER

MATRIZ CUADRADA

Es aquella donde el niimero de filas es igual al nimero de columnas, Una matriz de “n’” filas
y “n" columnas se denomina matriz de orden n.

EJEMPLO 4

2 i e
e i B
1 12

< = el s a
A [a”] B Sl e D
2 4 s
SR e

& a a

1 12 13 14

821 a?_& a23 a24

s 2 ey a a

Sle. Aol gl k)

ar iy a a

AR

En toda matriz cuadrada de orden “1, la diagonal principal es aquella linea imaginaria formada

por los elementos: g hial A a_ .

Los elementos de la forma: a
i

7 vV i=1;n ,pertenecen a la diagonal principal.

MATRIZ NULA

Es aquella donde todos sus elementos son iguales a cero.

ol o 0 @ ah00 0]
A:[OOO] 1x 3

=) @ielle)
eleNoNe)
oo leole)
(@) (@@l (®)

2% 3

4%3

Sean dos matrices A y B del mismo orden mx n es decir:

Asilale i B il blua i idle 203 b v iaen iy 218 10
j i

Las matrices A y B son iguales si sus elementos correspondientes son respectivamente
iguales. Asi:

Al=0B UaR R R I Sy = T (1.3)
ij ij
|
Hallar los valores de a; b, ¢ y d, para que las matrices sean iguales:
2a+b -4 i 19 a+2b
A:{ al:;r 3c+d] y B[c+3d 15
Si son iguales se debe cumplir que: 2a+b =19 , a+2b = -4
G 3 — B ER e el — 5
Bedonde: a =14 ' b=-9 ,  ¢=4 ,.d=3
OPERACIONES CON MATRICES
ADICION DE MATRICES
Sean A =[a] y B =[b] dos matrices de orden mx n entonces la adicién de
i 4 :
las matrices A y B (A + B) es otramatriz C = [CU], llamada matriz suma, tal que:
= = : 1.4)
C’[Cg]_[a;ﬁby] (

y también de orden mx n
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EJEMPLO 7 ‘ MULTIPLICACION DE MATRICES \ |
3 . J&ie2 Definicion:  Sean dos matrices : |
Sean las matrices: A=l =2 2 . Bl 3 ! ;
L 2 3x2 drel o Ay = _au ap agpg .- alp} , matriz fila de orden: 1x p y
3+1 fab i) a3 3 i s
C:A+B: — 2 o] 240 o o ‘ bﬂ
1+4 5-1 B - 12
i & tri | de orden 1
i = mna de or X
Dos matrices A y B del mismo orden m x n, se dice que son CONFORMES con b W e -
respecto a la adicion.
b
Pl

MULTIPLICACION DE UNA MATRIZ POR UN ESCALAR ;

entonces el producto de multiplicar las matrices Ay B (A B en ese orden) es

Sea la matriz A = [aﬁ] yunescalar k(k # 0), entonces: otra matriz C de orden 1x1, tal que:
k-A = : 5 = I
[ k aﬁ] o) A.ki [aﬁ.k] (1.5 b,
Es decir, el escalar k multiplica a cada uno de los elementos de Ia matriz A. b
: b :
EJEMPLO 8 | C:/—'\-B:[a“amam.“ aIPJIxP ) :[a" Chis G Gt B bp'}m Gl
: 2 0 L bP' pxl
Sea: A= —1 1 i P i
3 -2
esdecin C = | ‘ay by 2
| E -0 0 i J1x1
entonces: 3A = | -3 5 y = sk = 5 =5

3
e e o o

1
: [3 ol -2 1] _§ e et e e i e
(1.6) 0

Definicion: Sean dos matrices: A = [aU.] deorden mxp y B = [__bUﬂ] de orde.n
p x n, entonces el producto de multiplicar las matrices A y B es otra matriz
@1{77'& B = C,y no de otra manera) de orden mxn, tal que:
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- CUZCANG 2
£ B 2 B il ;31 1 i32 o ﬁ:s e Bn
C [c_,.f] = = e b : L= Tomis e (1.9) B S B T Ly e
e Tl el el 0 R (1.10)
Il producto de multiplicar matrices (AB en ese orden) esta definido si y sélo si el nimero ; ] : :
de columnas de A es igual al ntimero de filas de B, siendo asi A y B (en ese orden) ]
CONFORMES  a la multiplicacién. e G B o B
na m T m " daxn
EJEMPLO 10
3 1 1 > EJEMPLO 12
Sean las matrices: A = { J SR IR { } 1 {5 )
e s 2| 3 5] / ‘ R
Sean las matrices: A= 3 1 1 y 8= 4 0
donde A (de 2 columnas) y B (de 2 filas) son CONFORMES con respecto a la 2x3 -1 3 o
multiplicacién, luego:
3 1] e Sk s 6 C=AB {G‘B‘ a‘Bz}
; > 5 A+ N2 s 11 21 i
. AB_[2' 2J'[3 5}_[2.1+2.3 2.2+2.5 :J—{B 14} %P B, 52
EJEMPLO 11 : 1 2 s
' donde: u1ﬁ1=[—]2_]] 4 | = [8] 0’.[52:[—]2—-1] 0 [E=5]]
11 12 b b =1 3
: i Ll 1 2
Sean las matrices: £y = 5 = y 8= : b22 i 5
st an R o B.=[31211 4 |=[6] @ B, =13 11] g = [9]
-1
€omo el nimero de columnas de A (2) es igual al nimero de filas de B ( 2), entonces !
A y B son CONFORMES a la multplicacién. . - [ g —g ]
Luego: € = AB = [c}_j] donde: 2x2
2 Tt e EJEMPLO 13
C_ff:kZl s e e b JERE 12 g ; )
: ; Sean las matrices: A = L y I8} = —1 %
1l 12 4 bn+ 4 b;n a, baz T bzz Tiw =302 4x3 Ane
C=ll S Sy =it bu ta, b21 a5 b12 Ty, bzz B
1 a_b +a b a. hi+a b a1B‘1 il
31 2l A 1 28 Bl el 32 2 |, . 2 0 1 1 0 G o b
=3 2] 20D
el 45 C=AB:1 012 2| 2 =oa[3 o B
Definicion: Sean dos matrices: A = [aﬁ] de orden mx p tal que o essuiésima f = ILSE o Sipliiianee
flay B = [by‘] de orden pxn tal que BJ, es su j-ésima columna, . & e o Bl i

entonces el producto de multiplicar Ay B (AB en ese orden) es:

o THGEER R R e
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0
u152:[201] 2 =
—1

1
donde: rxlﬁ] =[2 0 1] { -1 J = [3]-
1

. 0
aaﬁ]:[1*32]{—.}:l:[6] 32[32:[1_32]!:2 }—[8]
<

Ademas: o =
aBﬁ] alﬁl 3 Otaﬁz"alﬁa 2 U‘aﬁlzazﬁl ) oc4[32=0L2B2‘
3 -1
Luego: S
edo C S
G
4x2

(1.11)

i

A la suma de los elementos de la diagonal principal de una matriz cuadrada A se le deno-
mina traza y se denota por:

traza (A) = a d ha hid oy z a,
i=1
EJEMPLO 14 | _
6. -1 3
s A =1L 2— 22 1
4 & i VU

Traza (A) = 6+(-2)+5 =9

(1.12)
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Capitulo

MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR
= e i

diagonal principal son todos nulos, es decir:

Es aquella matriz cuadrada cuyos elementos que estén por debajo de la

i VAR (2.1)
| EVEMPLOS 15 |
2 3 Sl 055 7
AL - { J Bi= At 2 s C =
0 -1 0 0 3 QU OE S G
@ (@@ 00
{a" A e a4,
0 ay ay @on
En general A = 0 5 25 F3n (2.2)
O s dl0) P a,, |

Es aquella matriz cuadrada A=

[2 %

cuyos elementos que estan por encima de la
diagonal principal son todos nulos, es decir :

(2.3)

ARMANDO QUISPE P. /19
EJEMPLOS‘lB
00 a2 0 0 0
2 LD dokaRe
[ 120} sl -z Dol
224 . 6 e
faitien 0 o |
aZl a22 0 (O)
a a a
32 33
Fn general: A = - (2.4)
Pelmiangate s

MATRIZ DIAGONAL

Es aquella matriz cuadrada = [ay,] que es triangular superior e inferior a la vez es
decir:
an = Qs e S e e (2.5)
i
EJEMPLO 17
0 1l 0 O -
¢ } ; - - LS| e B
= Diag (4;2) : 0 g (1;
{ g -2 ¢ By
En general
bt ol 10 0
g s 0 ) %
0 0 a
A 33 = Diagigal =ra i sk a ) (2.6)
0 O 0 Ay
L i
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MATRIZ ESCALAR
Es aquella matriz diagonal donde los elementos de la diagonal principal son iguales a un

escalar Ik (k # 0), es decir

an = @y = ay = =A== e (2.7)

EJEMPLO 18

4 7@ Q)
el Diag (-4;-4) : O () 8 ) o ()
GV O
Es aquella matriz escalar donde k = 1 y se representa asi:
e ()
Y e TRV
e Ox sl 2040
12—[01} I3={8é?} : 14:001 0 (2.8)
@100 =)l
Q

AUANARRUEMA RN
dddddddddddd

IPHOPIEDADES |

@LD

N
dJ

1. Sea A una matnz de orden mxn , entonces:

Al =1 A=1 .A I =A (2.9)
2. I+[+1+...(p veces) :'p"-_l= Diag (p;p;p; ... el
e o e N '
4, Sea A una matriz cuadrada : Ad=1-A=A '
CASOS PARTICULARES DE VIATRICES CUADRADAS
St A'=/ ; k<X » A esunamaizPERIODICA (210 -

Si k es el menor nimero entero positivo que satisface la condicién anterior, entonces

A tiene periodo “K’. Ademaés :

@ Weis::7y ARMANDO QUISPE P,

P2 P uuareces |

Akﬁl A Ak+2 L AZ Ak+3 2 .A3 s At%

y asi sucesivamente.

(2.11)

s A2 = A AT A e D

(2.12)

Si p es el menor numero entero positivo que verifica la condicién anterior, entonces A es
una matriz nilpotente de indice “p’. Ademas:
AbER 0l B8R 0

Ap+'l i 1) ; Ap+2 =) ‘

y asi sucesivamente.

(2.13) |

; R : i e
y en consecuencia: A" = A, si n esimpar; s =L

EJEMPLO 19

Sea la matriz. A:[_l 1 }

si n es par

: A 1 e 0 1]
Aa:AA‘[—l o} {—1 o]‘[q -1

: g 1510 i 0}__
"‘3:’3‘2"“‘:{1 1}[_1 O}_[O—l 7k
B A A= (—D(A) = -
R A A= (—AA=-A°
B0 A - (A A =A== (D) =]

luego A es peritdica, ademas se observa que k = 6 es el menor nimero entero positivo
que satisface la condicion anterior, entonces k = 6 es el periodo.
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EJEMPLO 20 l EJEMPLO 23 ]

=i oA | U2 ; g4
Sea la matriz = A = G G A=|4 1 entonces: A B
= RS T deloidl g s
_ -1 3 5 -1 3 5 -1 3 5 [ e o R 1
A% = A A= s =050 e 1 -3 =5 | = [he s S et 5 ol ) 4 5 entonces: Brimrliio B3t e i 3
-1 3 5 | 3 5 -1 3 5 } PR =T 033 : 2 5) O3><3
A® = A > A esindempotente - ANSEAVANAYATATANATALATAR AT ATATS
Ademas, siendo A idempotente, se cumple que: A" = A, Vn e N i 2 d ddd dd @/ d @/ d d 9’ d d ddd d
Sea la matriz A = [ i __21 } ag _(_-k-.A)"":. k-A' , YV kescalar 4. (A-B)' = B’ A
2 2 -1 2l O =0 — :
A =A'A=[4 _2} [4 “2]:{0 OJ:O MATRIZ SIMETRICA
‘ i = g d simétricasiy solosii A' = A |
A® = 0 - A es nilpotente de indice 2. Mllaimatriz cuadrada A = [a,] de orden n es /i
05 decir si :
J EJEMPL022| ] o I S lon (2.16)
! =B =4l
Sea la matriz: Bi= |l = 3 4
185 Para la matriz :
e =30 —4 [ IR s | (S ) ) 5 e
B2 — B. B =i =i 3 ey 3 A8 EEE RO G =) A:{ 31 “21] : A’—[? 21}—/4, luego A es simétrica.
g T Sy (G DN ) :
: Para la matriz:
BE= O = &s nilpotente de indice 2. :
2t 2 ea
Ty A - | -3 5 =1 Do =g 5 -1 |=B, luego B es simétrica.
MATRIZ TRASPUESTA s Al
Sea A = [aﬁ] una matriz de orden m x r; la matriz traspuesta de A, que se denota por
A’, se obtiene colocando las filas (o columnas) de A como columnas (o filas) én A° es
decir: -
La matriz cuadrada . A = [a;] de orden n es hemisimétrica siy solo si: Al = - A ;

(g ¥ : i . R L
A" = [bij]nxm donde : b,-_.,- T aji > =l A= : (214) os decir si: oE
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9 =wa Yi;j=1;n (2.17)
Observe que los elementos de la diagonal principal son nulos , pues para que:
Tt SIS el R R e e R BT ELL
se debe cumplirque : a, = a,, = 'a33 = =a, =0
EJEMPLO 25
i 0= 2 : il Ok 290
Para la matriz : A—liz 0] : A _[42 OJ——A ;
luego A es hemisimétrica.
0 4 & 0 -4 3
Paralamatiz B =|-4 0 -5 o B = 4 0 HE(F=—
= Seeih 0 3 -5 0
luego B es hemisimétrica.
| PROPIEDADES |
1. Si A essimétrica, entonces :
k-A también es simétrica VK éscazlar (k=0)
2. Si A eshemisimétrica, entonces = ' L
k- A también es hemisimétrica ; ¥V k escalar (k = 0)
- ' Ly 2.18
3. Si A es una matriz cuadrada, en.tpnc‘e_s:. ( )
At Al es uh'a‘m'a'!riz- sim'étrica
A - A‘ es unamatnzheml_s_:r_neirlca _
4 Toda matrlz cuadrada A se: puede expresar como Ia adlcnon de unaf |
- matriz Slmetrtca con otra hemmtmetnca -asi : :
A=BiC donde B =1 (A+A D c=1(A-aY

Aft_MANDO QUISPE P. 25.

EJEMPLO 26

Dada la matriz cuadrada ; A

yque A - A' eshemisimétrica.

"

{aU] de orden n , demostrar gue :

Sea :[bU]=A+A‘ [a]+ia] [a +a]
>10|1de: b, =ay+ta; =a,+ta;= ) V i;j=1in esdecr
Luego: B = A+A' es simétrica
Bsca C = [Cij] SAA [au.]m[aﬁ] = U.—aj[.]
MliEc: c, - 2,-2,=-(2;-2,) = ~¢;: Yi;j=1;n, es Qe
Luego: C = A- A‘es hemisimétrica.

MATRIZ CONJUGADA

8 A esunamatrizdeorden mxn talque A = [a;],

de A es:
= [a;]
EJEMPLO 27

A= %j: 7[.} entonces e {
[ | B ) : 3
s - 2 i-1 - 3i entonces B =
B 6 5i

R T e e
R ] o] e BT
— 1+ 3i 5
2 ] 3i
3-i — 6 ~ 5

MATRICES

A+ A' es simétrica

entonces la matriz conjugada

también de orden m x n

1. (A) - 4. (7B)
B (KA -KA 5 (@)
3. (ArB)=A+B

(2.20)
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MATRIZ HERMITICA

UUna matriz cuadrada A = [ai,,] de orden n se denomina hermilica si y solo si
J .

e A , es decir:
a =a T T

i (2.21)

Para los elementos de la diagonal principal a iy k = 1;n setiene que:

osea, éstos elementos deben ser reales.

| EJEMPLOS 28 |

= t
- s ]—31‘} =l Tae _[ g dlsms i) o
A"[l+31’ 5 vlden s VR LB i i

luego A es hermitica

4 — i 3+2i G 4 -1 3+ 2i
5 = i -3 4-7i y B i SIS
3-2i 4+7i 6 3-2i 4+7i 6

luego, B es hermitica.

MATRIZ HEMIHERMITICA
Una matriz cuadrada A = [ay_] de orden n se denomina hemihermitica, si y solo si

A ; es decir:

A sy (2.22)
Ji if

Para los elementos de la diagonal principal s Ik = 1;n setiene que:

i\

i=-1

a = —-a A a

=0 v a = [
ele kk kk k

, donde
k =

osea, éstos elementos deben ser nulos o imaginarios puros.

o

E MANDO QUISPE P,

| EUEMPLOS 29 |

: t
o S e e S Gy
A"|:2+f 0 ] yA‘{ ool }“[-24 0

luego, A es hemihermitica

) e L Eha e b T e
N e gy i a3 S R e 1+i = | 5)
-4 4 3i 5 0 4 - 3i = 0

lliego, B es hemihermitica.

(2.23)
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| DETERMINANTEDE 3-

Slendo la matriz cuadrada: A = [ay] de orden n, demostrar que: A + Al es hermitica B9 2 EmiN | & 1 e 8 : |

i UNA MATRIZ CUADRADA
— | apitulo

BESeq B = [b] = ArAanTa iG] = Ta s Al
b/ if gt if i

PERMUTACIONES i
BN — et e " « .o i 3
donde: b =a +a =a t+ta, = b, M St e [J¢ “n” elementos, son todas las ordenaciones posibles que pueden obtenerse con todos
4 el S % [hg elementos.

es decic B = B' EJEMPLO 31

Considerando el conjunto {l 23 } las permutaciones de éstos tres elementos son:

Luege: B = A+ A’ es hermitica.
P23 BER ] S 3| a1 2|

* il s T i T j o 4
Sea C = [C_,-,-] =SLA-AT = [ﬁj] 5 [aﬁ ] = [ay_ = aﬂ] _ [l nimero total de permutaciones que se pueden obtener con “n” elementos es n!. En
8l ejemplo anterior, con los 3 elementos se han obtenido en total 3! = 6 permutaciones.
R =2 a3 = -(a-a)=-6 Vi j=lin
y e sl Uk o DECRENMENTO
W oo [Jado un conjunto de “n” nimeros enteros positivos y considerando una de sus permutacio-
3 nes, se dice que en ésta existe un decremento cuando un nimero precede a otro menor
* que él

Luege: C = A- A'  es hemihermitica.

EJEMPLO 32

Sea el conjunto {1 22 ae 4} y las permutaciones:

: * 2143 tiene dos decrementos, el 2 precede al 1,el 4 al 3
Y1324 tiene un decremento, el 3 precede al 2 A
321 tiene seis decrementos, el 4 precede al 3, el 4 al 2, el 4al 1, el

el el Bialel iy icls JRal 1

-

TERMINO DE UNA MATRIZ CUADRADA

w. n

[Yada una matriz cuadrada A = [aul de orden “n”, se denomina término de ésta matriz a:

a,; (3.1)

d
S e e e
( ) Yy 2J2 3._,}

(1) De los NUMEROS COMPLEJOS, tenga en cuenta que: |

(ue contiene como factores solamente a un elemento de cada fila'y uno de cada columna;
ademas: j,; J, ; Jai- J, representan a cada uno de los nimeros: 1; 2; 3; .. ; n - no

Z1+ 22 = 21+ Z2 3 (Cziy="12
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necesariamente en ese orden y “d” es el namero de decrementos de la permutacion:
JyJods -« Jj, formada por'los segundos subindices.

EJEMPLO 32

Sealamatriz: A =| ay azp ap
25 e

son dos términos de ésta matriz : N
|

B 1)?.-a_a_a a0 donde los segundos subindices forman la per-

= a
17 PR 8 12a

23

mutacién : Lid= 231 , tiene d = 2 decrementos.

* d o s B . % ]
€ 1) ata a = aara, donde = j iy 321 tiene d = 3 decre

mentos.

NUIMIERO DE TERMINOS DE UNA VIATRIZ CUADRADA
Dada una matriz cuadrada : A = [aU] de orden “n”, el numero de términos que se
pueden obtener esta dado por el nimero total de permutaciones de:  j, j,Js ... J,, €S

decir n!, donde la mitad de ellos resultan con signo (+) Yy la otra mitad con signo (—).

A partir de una matriz cuadrada de orden 2 , se pueden obtener 21 = 2 términos; en una
de orden 3 se pueden obtener 3! = 6 y en una de orden 4 se pueden obtener
41 = 24 términos.

| DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA

Dada la matriz cuadrada A = [afj} de orden “n ”, se denomina determinante de A

-denotado por | A| y se dice también de orden “n” ala suma de todos los términos que
se pueden obtener de dicha matriz, es decir :

1
b .
1Al = ¥ (-1 Ly 8y 3y e Ay (3.2)
WE

donde : d, indica el nmero de decrementos en la permutacion: g adus

para cada d, se considera unay solo una de las permutaciones de :  j,JoJs - J,

ANDO QUISPE P 31 ; m

4 a a. 2
Para la matriz =~ A = - % se tiene que:
S
ay .2
Al = e i1 5¢s
E o ( ) apapt Sl s ap ey i
pero ': d = 0 (lapermutacion 12 no tiene decrementos )
y d2 =1 (la permutacién 21 tiene un decremento )
Luego:
LAY = dasta a (3.3)
EJEMPLO 33
A 2443 1-42 .
|A| = i = (2+43)(2-43) - (1+¥2) (1-+2) = 2
s - tap = iseE e
Helzie e = lanx-cotx—-cosx -(—-secx) =1-(-1) = 2
DETERMINANTE DE TERCER ORDEN
1 ) 3
ERala matriz A =| a2, a6 a_
S
1 2 13
ol s A d c
IAI 21 Z?tz :?ﬂ T ( 1) : a'11a22afﬂ+(‘—1}z-a]ZaZI a33+(-])t3'al3 Zla32+
31 32 33 d d
G 2,8,8," (el 2?2y N 2522 %5

pero: dl = 0 (la permutacién 123 no tiene decrementos)

d. =1 (lapermutacién 213 tiene un decremento)



| uego :

(3.4)

= — 5 e e =)
IA' ali a22 a33 aL'Z aZ'\ 633 i al3 a2] d32 aﬂ aB a32 g a12 a'B a31 al3 aZZ a.}i

REGLA DE SARRUS

Mediante esta regla se puede obtener o] determinante anterior en forma rapida. Consiste
en repetir la primera y segunda columna a continuaciéon de la tercera. Se tormna el producto
de los tres elementos de la diagonal principal y también el de sus dos paralelas siguientes,
cada uno con signo positive; y luego el producto de los tres elementos de la diagonal
secundaria y el de sus dos paralelas siguientes, pero cada uno con signo negativo, tal como
lo muestra el esquema siguiente:

313/_511/_ /ﬂ

ay \alz >< >< i
an /azz >(523 ><az1 s
Gl Gy Ao as) Asp
+ + +
E' = @ ayaptapdyndytagdydy 8y 8y 8= 8328385~ 23385 dp (8.5)
A
Hallar el determinante de la matriz : A=|1 0o -
@ ey =
Preparando el esquema - — =
ara la regla de Sarrus : / /
1 /O ><2 ><'1 < 0
JGe e <
+ o+ +
|Al = 2v0~(76)+(73)(—2)-0+(—4)-1-c45)70-0-(—4) by 2= 6 L)

[0 0. 20-0-20-18 " T A= -8

ANDO QUISPE P. 33

|

"I la practica, se prescinde de volver a colocar las dos primeras columnas y las opgraciones
4 efecttian como en el esquemna adjunto. Cada punto representa a un elemento dela mafriz
Ihelal. Las lineas indican como deben efectuarse los productos correspondientes; tenga en
plienta que cada producto tiene a tres elementos como factores. Los términos :JbtenidOS
.E la parte izquierda se toman con sig}rﬁ) (+) y los que se obtienen por la parte derecha con
slgno (—). |

(36)

EJEMPLO 36

Mallar el determinante de la matriz:

20 =3
A A )

; Operando como lo indica el esquema, se tiene:

Bl > 340 04032 (- (-Tel1-1.2.2-4.¢5).5

|A] = 6+4+42+7-4+36 = 91

PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES

Considerando una matriz cuadrada: A = [a ] deorden n, se tiene que:
i :

|.as propiedades que se van a indicar a continuacion se refieren a los elementos de una linea
(fila o columna). Como consecuencia de ésta primera propiedad, cualquier otra que se
aplique a filas, es también aplicable a columnas.




, entonces:

Al =

EJEMPLO 38

Sean: A =

1Bl =

a
33

a
21

a
31

a
22

a
32

(38)

(39)

ke == (D)

]

En esencia, cuando los elementos de una linea (fila o columna) son miiltiplos de un escalar

k o contienen al factor k, se puede extraer éste k como factor del determinante.

EJEMPLO 39

2.=-3.5
4 il L)
-7 ]S

=

2

~1 o

——

WM =

35

flivANDO QU!SPE-P. J MATRICES |
LU AA AR IRN R DR e
d@dddddddddéddddd

| @10)

galamatriz: B =k A =[k- a”] , donde Kk esunescalar no'huid,_ehtonces: :

1Bl =l k:Al =k.’(-'|Al'

foar it ke ka
A - ka, ka,, kay , entonces:
kay kay, kag ¥
;
ka, ka, Fkap gid el
(k- Al = kay Kay, kan | =k @y an . dy | = k? . | A
kay kas kag Bl G S

Mo debe existir ninguna confusién entre ésta propiedad y la anterior; aqui el escalar ke
multiplica a la matriz, es decir a todos los elementos; y en el calculo del determinante de la
Inatriz asi obtenida, de cada linea (fila o columna) se extrae el escalar k' cemo factor del

“determinante.
C AATeTaAvATAATAVARATAUATATAYAVATA

dddddddddddddddddd

PROPIEDAD
Si B es otra matriz que se obtiene de A intercambiando dos de sus lineas
1Bl =-1Al

(3.11)

para[elas cualesqutera (filas o columnas), entonces :

EJEMPLO 41

AN D G g
R - d e f y B=|d e f | 6 dondelasfilas 1y 3 de A se
i T al 'bra g
lian intercambiado, entonces: |B| = —|A]|




il
AT avaYAvAYAVAYAYAYARANANANAVANA)
ddddddddddddddddds

Si B es la matriz_que se oht:ene de A tras!adando una linea cualquiera
IBE~( 1)”IAI -

36

P Izu_gar.e_s , entonces :

EJEMPLO 42

1,2 8aid BB A
e
A drrll B2 T2 3 aad
donde B se obtiene trasladando la columna 1 de A “3" lugares, luego :
|B| = (1) |A] esdecir : |B| = —|A|

AUAVAVAYAYAVAUAVAYANATAUATAYA
ddddddddddddddd

, los elementos correspondientes de dos lineas

OUAVA
Jddd

Sien |la matriz: A = [a”,]

(3.12)

(3.13)

paralelas cualesquiera {filas o columnas) son iguales, entonces : 1Al =0
EJEMPLO 43
-1 4 7
Gea: A=| 2 5 -6 |, dondelafilaleslamismaquelafila3, luego: |A| =
-1 4 7

(\[\(\ﬂf\f\f\f\/\/\f\f\f\(\(\f\
TirpE 7 Jddddddddd

PROPIEDAD -
Si en A 5 los eiernentos correspondlentes de dos lmeas para!e!as cuales—
quiera (fliasocolumnas) son proporcmnales emonces IAi = 0 :

(3.14)

“ARMANDO QUISPE P.
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Y MATRICES

4

A EJEmPLO 44

donde los elementos de las columnas | y 2 son

-2 3
A - |- 6. -9 ' e 6 4
4 s 3 proporcionales, asi: == 3 = ?

L.uego, en el determinante de A, sacando el factor (-2 ) de la primera columna y el factor

J de la sequnda, se obtiene:

et e L) 1 1% 5
e c -9 1 e AR R e e S e o G
q8g A Eouava e

I KA RS KKK A K KOS KK KOS KA KA KA KRN A AR
;gJd@JJJ@JJJAJJJJ&JJJ@JJJJJJJ&J&J&JJ&JJJ
ETh

S| en la matriz A = [a ] c:ada uno de los elementos de una cierta linea (fila o

i colurnnd) -por gjemplo la primera fila- viene expresado como la adicién de dos (3.15)
| términos, asi : g, b o ,para J = 1; n; entonces el determinante de A
% | se puede descomponer como la adicion de otres dos determinantes.
Del siguiente modo: -
n!
B > -1)% a_ a_a a  donde: = :
|A| ;2:1( ) y 3y %y 5 onde; aul bUl+ CUI , reemplazando:
A = Z (T o e B e B AR
e v y 2/ o
n! 5
A -1 b a, ag .. - -
|A|= 12 (= 1)% i a 1) c.c,oaa,. .. a, (3.16)
e=1 2 3 G =l 1 2 3 n




Eilitasial 38 3
v CUZCANG :
b _+c b_+c b: +c b +c
1 1 12 13 13 13 1n in
a a a.
21 22 23 e 2n
% a . a 29 a
o8 decic  |A| = A 2 22 i
a a a s a
nl nz n3 nn
1 12 13 1n n 12 13 In
a : a a a a a
21 22 23 SR 21 22 P 2n
a a a a a a a a
|A| = 31 il Rl R e e TEmTES ate e
a SRyt ] TR a a a AU
nl n2 n3 nn nl n2 n3 nn

En alguna otra fila (0 columna), cada uno de los elementos pudo estar expresado como la |

adicién de dos términos, y no necesariamente en la primera; de modo analogo se habria |

descompuesto como la adicion de dos determinantes. Generalizando, si todos los elementos |

de una linea cualquiera (fila o columna) esta expresado como la adicién de “p” sumandos, |

ol determinante de ésta matriz se puede descomponer como la adicién de otros “p’ de- |

terminantes.

EJEMPLO 45

a m+n+p d
50 e =

a TN
~aq 3
-0 a
4
oo o
SRS S
n N
+
n TR
SR
-0 a

o} 4 A R

39

IHMANDO QUISPE P. MATRICES

| EJEMPLO 46

1 12 13 s
Bean A = - e i
31 32 33
a tki . a dka a. +fa, it 422 i d
Bi o A %5 25n , Bz i o Ap 9 ads
ag 25 453 5 251793 4y

donde B se obtiene de A; mediante la transformacién: f +kf, y B, mediante:

€,+qgc, entonces: A = |Bl| = |B,|

MATRIZ REGULAR Y MATRIZ SINGULAR

Dada la matriz A = [ab_,_] de orden

A es unamatriz regular siysélosi |A| # O

|A] = O

(3.18)
(3.19)

MENOR COMPLEMENTARIO DE UN ELEMENTO ‘

Sea la matriz cuadrada: A = [ay] de orden n, se denomina menor complementario de

* A esunamatriz singular siy solo si

a ) Y se dencta por |M:’f!" al determinante de la matriz de orden (n-1) que se obtiene

ul eliminar la i-ésima fila y j-ésima columna de la matriz A.

EJEMPLO 47

Py 1

Sea la matriz A = | -1 5] =
4 =2 3

* El menor complementario | M o eliminando la fila 1y la columna 3 de A, es:

M) = 1‘




A
—— CUZCAN a0

' [\l menor complementario | M., |, eliminando la fila 2 y la columna 2 de A es:

2 1

LR

* [l menor complementario | My, | , eliminando la fila 3 y lacolumna 2 de A es:

2 1
M32|Z|_1 ille e L) ]
EJEMPLO 48
Ci Ehp G
Considerando la matriz: A = | @y a8, ds
Gy Gl Sy
a a
‘ ey i 7o ot o
se tiene que : My = - . = a,a,.-a e,
32: 5333
Grtiig
* IM I & 21 23 = @ s
il = ) S G Gy
Tl s
Gy
* e 21 22 b !
=gl i sad ot ol do
31 Em

ADJUNTO DE UN ELEMENTO

Slendo la matriz cuadrada : A=[aU.] de orden n , eladjuntode a, denotado

por o, es :

g

; > (3.20)

EJEMPLO 49

* Para la matriz del ejemplo 47 , considerando los menores complementarios, calculados
by = (=12 My = (+1)(-18) = -18

ez N i

(=1)%*% - [ My =

(2

Qo

(= 1= I =il

)

MANDO QUISPE P. 41

MATRICES

| EJEMPLO 50

~ [bmando una vez mas la matriz:

a a a
1 12 13

S a
A ol s, S
a
31 Ap 24 .
s
' 1+1 1 B 8oy | ot
B M) = 1y L
1 ( ) | 11l ( ) a32 a33 22 33 a3zazs
" 142 1o A
R (1) M= (-1) =LAl Lia o
1 ) M) 4 e e s a )
s
143 21
- (-1)'c M= (-1 T
13 13 a31 a32 21 8832 31 22

Ademas, considerando éstos resultados, y el desarrollo (3.4), se tiene que:

Pe—a g g i allaia ta.a — =
|Al Il ) ke 3808 8y 8,8,, " 22805 % An s 2y
A\l = El G e =G L ) = - -
1Al 1 ( 22 33 23 32) ap (a21 45574, a31} s (am A5~ a31)
Reemplazando convenientemente, resulta que:
3
JA|l = a o +a o = :
|Al il o i 455 %3 kz alk e (3:21)
=1

Notese que:

a a _ son los elementos de la primera fila y 0 O

pa s
i A 2
adjuntos de dichos elementos respectivamente.

son
- los
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AUATECANAYS

_ cuiehne
NO NN Dldlale ey
d d Jddd

dddddd @;g@za@z

[PROPIEDAD : A et _
El determmante de la matﬂz A _-{a_i ] es |guaI a Ia sumatoria de los productos

de los eiementos de una ||nea (flla (o} columna) por sus respectwos adjuntos ! (3.22)

5i se consndera Ia l—esimafsla, setlene

=a. . g gl :..of, o
lAl am Catfdn -_a'ia_ i3 i

= 2 aik.(x
=1

8i se considera la j-ésima columna:

- ] 2 _ n. :
l [Al= a0, +3,; o e +a :;{21 a9

2
A= 4
-1

Sl
Para la matriz: 204
() it

Con respecto a la segunda columna, aplicando la propiedad (3.21) ;

= a0 8 %or it s (= 1) oy e 20, 10 50
: 3l i D]
Pero : (112:{—1)“2- )_1 3 = =lge 0122:(—1)22- \1 3l=7
¥ no es necesario calcularlo , puesto que: as, = 0 ; luego:

-

|A| = (71)(-13)+2-7'+0-_a32,

| Al = 27

(‘l'“l!l

[is ventajoso la aplicacion de ésta propiedad para el calculo de determinantes, sobretodo en
malrices de orden mayor que 3; pero con el objeto de simplificar las operaciones, se
nsiderar aquella linea (fila o columna) donde exista la mayor cantidad de

e e
‘Nda Ll

slernentos nulos (de ser necesario, emplear previamente las propiedades de los deterrminan-

[eCormic

\es, tratando de obtener la mayor cantidad de elementos nulos en una misma linea).

ARMANDO QUISPE P 43
‘ | MATRICES
| EJEMPLO 52
a a a
n 22 13
Bea la matriz tnangular superior A =| 0 a a ‘
| o i/
0 0
33
" lomando la primera column : 7
a: Al = . ‘
il s el U :
a a
: K 1+1 22 7 ;
donde. R =G D aB =a,a,_ entoncess |A|=a a a
* 122 T3

ﬂd:::;gu;la:lt_; :.;l; l? Ermf;axagular superior A es igual al producto de los elementos de
- a e detalle es importante, puesto que ib

* Irlangular superior (o puede ser inferi i saibraivial sl it
§ : erior) a partir de una matriz i

* e aplicar las propiedades de los determinantes. P e

(3.23)

'!~—1 by

EJEMPLO 53

4

8
12
16

.'-\%Calcular el determinante de la matriz: AN —

e e
S\
OO Ww

p !

{

?;_Rastando de cada fila la anterior, comenzando por la Ultima, se obtiene que:

g 2aas 3 4 1 DS o
Gabmd e gl R0lsl 5 g
Esi A G G B SR ]
lEed O 6 O 0 0 4
““Llego, por propiedad: |A| = 1.2.3.4 = 24

ot
Por ra parte, veamos lo que ocurre si los elementos de una linea (fila o columna) se

‘multiplican por los correspondientes adjuntos de los elementos de otra linea paralela
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vé&EQELo 54 |

ay ap 2p
‘ura la matriz: A=| @y, a, @&y
ay 43  ds

\nleriormente se calcularon los adjuntos de los elementos de la primera fila :
B a.-apdy; o Op = —(3nd7a5dn) Y O = dn 83~ a3 A
Multiplicando éstos por los correspondientes elementos de la tercera fila y sumando se

lene:

By O + 85 Oy + 833003 = 85 (8p 833~ 85 8,;) — Ay (8 8z — 83 8p3) + 833 (85 85— 8y agy)

e donde: Qg Oy + 8oy Oy + 83 Oy = 0

AivaialavAAR AlATATATATRNAY
dddddddddqqdddddgq

PROPIEDAD

Para“la matriz cuadrada A = [a ] deorden n,la sumatoria de !o&prédubtds- -

de los elementos de una linea (flla o columna) por los correspondlentes
adjuntos de los elementos de otra ilnea paralela smmpre es ;guai a cero

Si seconmdaran la p-ésima yla q-esuma flias setlene que
. : - : (3.24)

o e W e e
B . 4 6 ta @ vo+a =3 a o
pl gl " p2 92 p3 g3 D O 2_‘ iR

O también si se consideran la p-ésimay la g-ésima columnas, se tiene

e = e (325)
P el

Ademas:

/ ALGESRA IR

" MATRIZ ADJUNTAY | 4t°
MATRIZ INVERSA

Dada una matriz cuadrada: A = [au] de orden n , donde o

. “ j U
@,,, se define como la matriz adjunta de A y se denota por ADJ(A) a

es el adjunto del elemento

1!
[ il oG e O
a]z 0122 0’.32 ()'.nz
! o (04 o o
13 23 33 3
ADHCAYY = : i @1)
L aln 0:2n a?’ﬂ ann

“nxn G
£

Notese que los adjuntos de los elementos de la fija j en A son los elementos de la
golumna j en ADJ (A}, o los adjuntos de los elementos de la columna i en A son
los elementos de lafila i en ADJ(A), es decir: ‘

ADJ(A) = [ao,]" = [a] (4.2)
EJEMPLO 55
Para la matriz : A = [ n n]
P q
- 1+1
eys DMy l=1g G (igEEd =
ok 1+2
O = (=12 Ml = = p G = R

luego : ADJ(A):[&?Z z;lz]z{ g —n}
= m




} ALGEBRA

L JEMPLO 56 |

2 =i 3
Yarn la matriz: B = 0 1 4
— 2 3 -1
B Ra 1+1 i ~ 2+1 L
B -5 s DRI 8
E . 3+1_ M i - e 1+2 = el
-7 e, = DT 8
R 242 £ : g ek = s
.. = (-1) 1M22| = 4 > o = (-1 |M32| = -8
e (-1 M =2 5 oy, = (a4
e 3+3 LIK
ey = (-1 ~‘,M33| = 2
. e B My -13 8 -7
Luego: ADJ(B) = | %» ) 0T I e R S
R o e 2ha 2

DETERMINANTE DE LA MATRIZ ADJUNTA

Dada la matriz cuadrada: A = [aij] de orden n y su correspondiente matriz adjunta:

ADJ (A) = [Cf.jl_] también de orden n, se tiene:
I i

grk s s Wy aml
a a a a o o o o
21 2 23 2n 12 22 32 n2
o o o o e O
B - T e e T e © | = ADJ(A). A
o U... o et Gl
L anl anZ a'ﬂ am 1n 2n 3n nn |
i n
B A ADJ(A) = | X2, o, (4.3)
=1

Aplicando las propiedades (3.22) y (3.24), se obtiene que:

=i

ARMANDO QUISPE P. |

P unwices

A ADJ(A)= =DIAGCLA] & LA LAY

1ALl

A ADJ(A) = |A] I

~ Luego, tomando determinantes:

|A-ADJ(A)| = ||A|-1 | - |A| |ADJ(A)| =

= |A[|-|ADJ (A)]

|ADJ (A)| = |A["

. allar el determinante de la matriz adjunta de: A =

D Amea]
2 1 4
1 4813

'Be pide | ADJ (A)| y para ésto no es necesario calcular la ADJ (A), puesto que por la

FABICA) = Al = A

Monde: |A|=9-8-8-1-48-12 = -68

Luego: |ADJ(A)| = (-68)% = 68°

A-ADJ(A) = DIAG (|A|;|Al;]Al;... ;|A]) = O (matriz nula) (4.7)




-ALGEBRA

(4.8)

MATRIZ INVERSA

Sean A y B dos matrices cuadradas de orden n, tales que: AB = BA = I, entonces se
dice que B es la matriz inversa de A y se denota asi: B

= A™!; o también se dice que
A es la matriz inversade By se denotaasi A = B\

Luego:

: Al A=1 (4.9)
EJEMPLO 57

Sean las matrices: A = [12 :13} y
2 -1 B2 566
AB:[ll]'[ 1 —2}‘[—“1 3 2
S 2 Sk R e
BA:[l—z]‘[l 1]‘[2-2 3_2
De donde afirmamos que B es la matriz inversa de A, osea:
SIS
7 ‘[ 1 —2}‘5

Asimismo, también A es la matriz inversa de B, asi:

il 23]_
B ”{1 s 2

“Por (4.5) se sabe que: A - ADJ(A) = |A| -1

IMANDO QUISPE P

EUEMPLO 59 |

A:[g g} el

B MATRICES g

e
A =[;n ;},luego’por(dl_g)setiene: A.A—lz[g g}[m n

P g
[5m+3p 5n+3q}_{1 O}

5m+3p = 1
3m+2p 3n+2qg 0 1

5n+3q =
3m+2p = 0

3n+2q

WEClviendo: m = 2 ; n=-3 ;

: =i 2 ﬁ3
tonces: A = {_3 5]

P:k3; q:5

~CONDICION NECESARIA Y SUFICIENTE PARA QUE UNA

MATRIZ CUADRADA POSEA INVERSA

(4.10)

y adernas por (49) : (4.11)

A A =1

e (4.10), considerando que JA| # O, se tiene que: A - ADJ(A)

I 4.12
| Al .( Al

ADJ (A
apeiay L.ADJ(A)

e donde: Al = =
| Al |Al

(4.13)

8 decir, A "existe si y s6lo si A es una matriz regular (|A| # Q); pero si A es una matriz

fw gular (|A| = 0) se dice que A no posee inversa o no es inversible.

| EJEMPLO 60

Mallar la inversa de la matrizz =~ A = [ g _} ], si existe

4y
el

. (_])1+1_(1} = 1

|A| # O, entonces A posee inversa, ademas:

o e e e
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p Jes 22 -
D =] ol DR
Bl e
] -A“—l-[l]]: 7
BEAD(A) = | 3 4 Por (4.13) : a4 Sk N
AT
EJEMPLO 61
P e iy
Hallar la inversa de la matriz: A= 3000 1 , si existe
= AL ()
Por la propiedad (3.22), con respecto a la segunda fila, se tiene que:
1A|=3(-1)-‘11 ‘(2) a1 _r‘; st(-s)n.(fg)—-rﬁ |A| # O
entonces A posee inversa. Calculando la matriz adjunta de A:
250
gl e et i ]:12
B ol - ¢ % T a0 S e
2ol
2 Y 2-2‘:_ ’ :_'
“41‘_l4 Olzms - azz_‘—l 0 2 s Sl
Rt
e __2-2i:_8,m:~
”‘31:\0 1'21 nl e ‘3 1 33 300
4 -8 1
Luego: ADJ(A) = e e
(o) e e
40
330385 33
' A=l G e 8
antonces por (4.13) : A= e =
3 i1
Ea il

A

B L e

R oo

Y MATRIZ AMPLIADA

daaaaaQQQQQQQQOO.

do A y B matrlces regulares

J MATRICES

(\k A)m1 = k—i < A-.“1 ; v k esca'arno nu[o

(:A B)'t—B” A"’ ; -\ 3 n (4.14)

o . ;
By ApucA )=
4. ( j A A

Dadas dos matrices: A = [a!j] deliprdent S im e mity B E—H ]

de orden mx p
(0sea, con el mismo namero de filas), se denomina matriz ampliada a :

AL B = {au : bu] de orden mx(n+ p) \ (4.15)
es decir:

SO 3 1n . b, b, by b,

ay 22 23 R el s S b,,
'['A e a3 oy Aag ay by o SR (4.16)

L -aml amz a’m3 ke amn : brn] b.mZ bm3 L. bmp J
mx(n+p)

| EVJEMPLO 62
| e A AT
- Si; A= (0] y B =2 3 -3 | , entonces:
. 4 -2 1 -5 2
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Sl i | EVEMPLO 65
e s A e e ‘
= Dl S5 2 :
i . " Calcular la inversa de la matriz:
EJEMPLO 63| i
1 -1 0 {1 O ) ~ Por la propiedad (4.17):
" P . o ) Vel | @O Scn opeesR : : 3 i
B0 =2 Q-0 el ' 1
: 0
T RO i
AR e oS R )
2 0 P O e Gl

f\f/\f\/\f\/\f\f\ﬂ
Vddddddddddddd

i
§
1
18

(4.17)

0
e bl
5 15 5
EJEMPLO 64 Aeiis el
Caleular la inversa de la matriz: - A { ; 7}1 } 5 5 5 |
Por la propiedad (4.17) A 1]
i la e : 4Bl e
e ! ! : B3 93 33
: ey o foh {1 =il —1} s [1 ] 1 _]1
M'”=[3 1301] = B el ~ e | PR 8
: : 33 33
1 2 e 1 0 1 1
=i = fi2f 7 7 a
g £ Hel Tk
= 0 T e Bl T e
7 7 2
L : -_
; ' : |
Luego: B = = g Zi ; ; e — | , Compare este resultado con el del ejemplo 61.
B T

Compare el resultado obtenido con el del ejemplo 60.
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Wi e Una propiedad mas adecuada para el calculo de la inversa de una matriz, sobretodo
| ue (rata de una matriz de orden mayoer o igual que 3, en vista que las tranformaciones a
fuctuar son sencillas. :

\lgjunos autores denominan a ésta propiedad como el método de GA USS-JORDAN para
| valculo de la inversa de una matriz.

1ECOMENDACIONES PARA FORMAR LA MATRIZ IDENTIDAD
N LA PARTE IZQUIERDA.

(4.18)

EJEMPLO 66

|zl
Hallar la inversa de la matriz = A = | -1 3 6
A B =
Aplicando la propiedad: :
s ain ool L Bl D
- 1 3 610 1 0 -~ Oy b e B R
A o e O =3 L3 adrie 8

_ ARMANDO QUISPE P. 55

B MATRICES |

i or;lde se obse.rva que los tres primeros elementos de la tercera fila son nulos, con lo cual
8¢ hace imposible la formacion de la matriz identidad en la parte izquierda. conclusién,

at t €ne Inversa. (ten a €n Cuenta e sto i 'C

| MATRIZ ORTOGONAL |

Una matriz cuadrada: A = | ay_] de orden n se denomina ORTOGONAL, si y sélo si:

AR A AR

(4.19)

[ EuEmPLO 67

Bea la matriz. A =

= T T A O P e o Ly s

'3
2
1

olgy wim

1
2
e
2

SRAC LA PA SO T s A ATl g

(4.20)

W |2

es ortogonal.

Wi Wi W=




Entonces: C es ortogonal.

W [po
Win Wi

|

Wi Wi W=

Wi W=
W =

-6
-3
-6

-3
-6

RANGO DE UNA MATRIZ Exmm

. SUBVIATRICES CUADRADAS

ISTICAO  {°

Dada una matrizz A = [ag] de orden m x n, se denomina submatriz cuadrada de orden
B < min | m;nj)a aquella que se obtiene luego de eliminar una o mas lineas (filas yv/o

~ columnas) de la matriz A.

| EUEMPLO 69

o R s 5

i_ Sea la matriz: de orden 3 x 2

min {3;2}, esdecir; r < 2

~ Siendo r el orden de una submatriz cuadrada:

|.as submatrices cuadradas de orden 2 son :

* Las submatrices cuadradas de orden 1 son :

| EJEMPLO 70

} de orden 3x 4

" Sea la matriz: B = [

- En este caso, el orden de una submatriz cuadrada: r < min {3 ; 4}, es decir: r £ |

. Las submatrices cuadradas de orden 3 son:

My RS S w0 b v i

LW N
DIRED =

i

" |.as submatrices cuadradas de orden 2 son :
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i CHERE T el

46lo se han indicado seis submatrices cuadradas de orden 2, pero en total se pueden obtener
|8. Las submatrices cuadradas de orden 1, son faciles de indicar, como el lector habra pedido

percatarse.

CARACTERISTICA O RANGO DE UNA MATRIZ §

= [a ] de orden m x n, se llama caracteristica o rango de la matriz

58

Dada una matriz A =

A al orden de aquella submatrlz cuadrada de mayor orden posible cuyo determinante sea
distinto de cero; es decir, la caracteristica de A es igual a r si al menos una de sus sub-
matrices cuadradas de orden r tiene determinante no nulo, siendo los determinantes de
las submatrices cuadradas de orden r+1 (si es que existen) todos nulos.

EJEMPLO 71
SUNGHEE 0
-6

Hallar la caracteristica de la matrizz =~ A = [ 50
Como la matriz A es de orden 2 x 3, tomaremos primero las submatrices cuadrada ‘méas
grandes”, osea las de orden 2:

G =0
A

3 -9
2 -6

3 6
2

‘ e 0

o nl] e

En vista que sus determinantes son nulos, entonces la caracteristica no es 2. Tomando
ahora las submatrices cuadradas de orden 1, vemos que, por ejemplo: |3 = 3 # 0. Luego

A tiene caracteristica r = 1

EJEMPLO 72

-2 =
Hallar la caracteristica de la matriz =~ B = _2; g 7 é
A LBl
Considerando primero las submatrices cuadradas ‘mas grandes”, las de orden 3, vemos que:
i 2 =l Jic Pl o =l
AR PO 24l =2 = @ = s 65
-1 3 6 4 5 --7 s B =7

59

'ARMANDO QUISPE P.

=2 e
=] B =@

4 uib - L

2 4

ul j ;
nulo, por ejemplo: Bl

MATRICES

Ahora, la submatrices cuadradas de orden 2; basta con encontrar una con determinante o

=10 # 0 y concluimos que la caracteristica de A e

r < min {m;n}
oda matrlz cuadrada regular de orden n tlene caractenstlca r=n
--puesto que su determinante es no nulo.

a caracteristica de una matriz nula es 1gual a cero.

i A tiene caracteristica igual a r,

entonces la matnz ampliada
: 0 ]también tiene caracteristica r, siende O Ia matr;z nula.

:-Ia matriz ampliada [A B] tiene caracterlstlca zguala r, entonces la

matnz A tiene caracteristlca menaor o 1guai a

or lo general, de fila) y éstas ademaés tienen la misma caracteristica.

(p

| EVEMPLO 73

Pallar la caracteristica de la matriz = A =

te la otra como resultado de la aplicacion de un ntimero finito de transformaciones de linea
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Transformando la matriz A se tiene: ;
[-2f
123.21 Zar i srvaiodlielon (labee Sas oS S S eSO s
ave B @B ~ Dl (ol T (@ e
Vo s L i s e Ros S U o e it 0D
3 2

La matriz B es equivalente a la matriz A.

En B, todas las susmatrices cuadradas de orden 3 tienen determinante nulo, pero una de
1 =5
1 3

caracteristica de B, y por consiguiente la de A, es r = 2.

sus submatrices cuadradas de orden 2: tiene determinante no nulo; luego la

Para hallar la caracteristica de una matriz cualquiera es mas sencillo calcularlo por medio de
su matriz equivalente; en ésta puede observarse rapidamente a aquella submatriz cuadrada
cuyo determinante es distinto de cero.

MATRIZ CANONICA

Una matriz C = [¢ ] de orden m x n y cuya caracteristica es r, se denomina candnica si
i

satisface las siguientes condiciones:

(@ Uno o mas elementos en cada una de las r primeras filas son distintos de cero, siendo

nulos todos los elementos de las m — r filas restantes.

(b) El primer elemento no nulo en cada una de las r primeras filas es la unidad; siendo,
obviamente, nulos todos los elementos anteriores a éste.
(c) A partir de la segunda fila hasta la r-ésima, el niimero de elementos nulos anteriores

a la unidad siempre debe ser mayor al de la fila anterior.

(d) Enla columna a la cual pertenece el primer elemento no nulo de una cierta fila (osea

la unidad), todos los demas elementos deben ser nulos.

EJEMPLO 74

Son matrices candnicas:

e o0 }) % ? 8 #S Gy g

C = 0 1 —1 0 C = e = 0 O 1 0

1 0 0 0 0 2 (o) (50 ] 1 3 s o
R0 S0h oy L

ANDO QUISPE P. 61 : m

Nde la caracteristica de C] es r = 2, lade C‘2 esit =3 ylzi de C3 esin =0

tese que éstas matrices satisfacen todas las condiciones anteriores. K

cambio, las siguientes matrices no son candnicas:

o 0 3 1B o0 ]
_ : LRI Tl
| OuEEoeRin B cRE el et :
B 0 o6 ey e G T IS o)
a0 S0 0 DR SO

4o satisface la condicién ( b), C 5 o satisface las condiciones (¢) y (d)y C s ho satisface

. condicién ( d). Pero, con algunas transformaciones elementales de fila, éstas se pueden
ar a matrices candnicas. :

(5.2)
EJEMPLO 75
Bl o]
i fdl . 3 2 1 2
llar la matriz candnica equivalente de: A = | 2 -1 2 5
5 6 3 2
[ Bndias = 2ie oGl
ansformando hasta obtener la matriz canénica:
lie e b e S SRR S el e [ G ]
5 2 1 2 fs_gf] 0 -4 -2 2 0 IR 3
et (o Lo s —~ O B D Ok S L @ e @
sl teriits s oo = PHLRR BRI B B G 2
Ll Seibied hai <l LD Hi=0 a3 ) RIS 20
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o) [fl =Bl

’,!+5;2 0 5 AR oS o 1 |

3 2 9 1 -2 -3 ﬁ_]_f @l -2 -3 2 3 DRSS O

e 0.0 =107 =10 10 3 (03440) 1 1 = DSBS 1

0O 0O -1 -10 i 0 0 -10 -10 [ +10f oy 57 ey (o) 0

f’1+4f2 0 0 =10 -10 0O 0 -1 -10 4 3 (B0 (0] 0 18) 0
f5+4f2 f5+10f3

Se podréa observar que la matriz canénica obtenida tiene caracteristica r = 3, luego A

también sera de caracteristica r = 3
EJEMPLO 76

Hallar la matriz canénica equivalente de:

T e R
e s o el
B =lloiids i ndltg S
e e e
Transformando:
b e s o i 7 N
S il e U S O s e B
Blgihis i o g aon 0. M= 55 2 0
|1 iRty (e et o
e 0 01 o 0 O )
O enit s TR Dl 0RO E
D] O 0l 2 Ok
Mo 0l gz LD 00

Queda para el lector, determinar las transformaciones empleadas. De ésta tltima, la matriz

C vy por consiguiente B tienen caracteristica r = 3

e - 5y = -4

SISTEMADE ~ &"
ECUACIONES LINEALES

LIh conjunto de una o més ecuaciones de primer grado con dos o mas variables se denomina
ISTEMA DE ECUACIONES LINEALES .

EJEMPLO 77

Bon sisternas lineales:

ax1+x2+x3+x4:1

8x + 4y = 17 2X; + X, = x; =6

x1+ax2+x3+x4=a

x1—2x2+x3:8

i)
PO +ax3+x47a

1 2

ln sisterma, con m ecuaciones-lineales y n variables o incognitas, tiene la siguiente

[orma general :

an X“ =+ 8.12 X2 G 613 X3 i B

a21x1 o7 a22 Xz i 323 X3 Qpts v

X e e X S

et By iy 55 55

gl o) las variables o incognitas del sistema.

1; m , j=1;n) sonlos coeficientes

i w ; h_ , son los términos independientes en cada ecuacion.
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REPRESENTACION DE UN SISTEMA LINEAL MEDIANTE LA
NOTACION MATRICIAL

[l sistema anterior, se puede expresar, mediante matrices, ast:

a e oa X h
a, p 2 1n 1 1
h
2 2
a a a s i,
o 2n e h, 6.2)
a a a S )
|_ ml 2 m3 3n. | L xn hm

Al efectuar la multiplicacién del primer miembro se obtiene una matriz que al igualarla con

la del sequndo miembro se origina cada una de las ecuaciones del sistema lineal.

También, en forma abreviada, se puede representar asi:

A X=H (6.3)
donde: A = [ay_]mxn, se llama matriz de los coeficientes.
X = [x1 X, Xy xn]‘ , se llama matriz de las incognitas

V= [hl h2 h3 hm]‘ , €s lé matriz de los términos independientes.

o también, mediante la matriz ampliada:

& : 2
a a e h
ay, 2 13 n (st
|
a a. a el ' h
21 2 23 2n | 2
‘ el
: = a S I h 6.4
(A H] 231 22 3n e (6.4)
|
|
f : : . Lo
I
S ) ) h
L am‘l am’Z am_?s mn 1 m |

donde cada una de las filas representa a una ecuacién del sistema (para que €l lector obtenga

una ecuaciéon del sistema, es suficiente con colocar convenientemente las incognitas y los
signos + e = en una cierta fila).

MATRICES

2X + Yy - 3z =7
y+ 2z2=25
x —4y+ z=2
representacion sera:
2 i

0 o i)
& 4 ]

SOLUCION DE UN SISTEMA LINEAL

# denomina solucion del sistema lineal (6.1) a los valores de las variables o incognitas:

A o= ; 4 ;
( PRGNS X ) que verifican en forma simultanea todas las ecuaciones del sistema.

u sistema puede presentar una o més soluciones (SISTEMA COMPATIBLE) Y en otros
WS0s un sistema no tiene solucion (SISTEMA INCOMPATIBLE). Cuando el sistema lineal

e solucién tnica se dice que es COMPATIBLE DETERMINADO y cuando tiene infinitas
luciones se dice que es COMPATIBLE INDETERMINADO.

]
EJEMPLO 79

4 4x + 3y
| sistema lineal:

3x + 2y

 equivalente al sisterna lineal:
X + 2y =

llya solucion es también:




66

— ouéRie

Il proceso de resolucion de un sistema lineal consiste en obtener a partir de éste un sistermna
wquivalente, pero cuyas ecuaciones sean mas sencillas que las iniciales. Usando la notacion
matricial, esto significa que a partir de la matriz de coeficientes y la matriz ampliada debemos

| ALGEBRA

obtener otra matriz equivalente, empleando solamente transformaciones de fila.

Cormparando ambos procesos, con algunos ejemplos, cbservaremos algo muy importante.

EJEMPLO 80

Resolver:

{MANDO QUISPE P. 67

Con las ecuaciones del sisterna

‘Con la matriz ampliada

1l
(o¢]

(1) S b it G2

-X + 2y -
(113 e S T S

_1\I-2

MATRICES

4x + 3y = 11
=8y =dz b
B 2 =19
] - 3y +
Coﬁ las ecuaciones del sistema Con las matriz ampliada (D X+ Y+ 2z=28
= (2) s
1y [4dx+3y=1 {4 3511}
I
2) | 3x + 2y=29 Sl e
Lo =2 ) |
L= (2 x + Uy f] f2 1 11:2
(2) B D=0 = Qi 21O
1 = . [ '
* (1) x4 =2 f2 3f2 1 1 r: 2
(2) 3 1) -y=3 i L O Slons
. 2ok i Al tlia o/ s
:
—(2) y =-3 (,1)f2 L O s 3

EJEMPLO 81

Resolver:
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ye tiene la solucién de dicho sistema. -

EJEMPLO 82

Resolver el sistema: S PR T
3x -y —-z=28
2x + Yy =5)
Usando la matriz ampliada:
Fer i e ) e ey
3 | ! 1
) ) o kel e b e T e ot o e R
| E DR
1 % t
Al g s GEENE S gkt st o
I Biktagi] [ Gt
1 0 -= = P00 v H
Bi L5 B s el 40 . 3
| i
| 4 i o i
o D gt it
378 (NS S a5 !
' ] (ol s [ )
BoEQ. 2 4% EE R Rt i )
Esta (ltima matriz nos da la solucién del sistema: x = 3 ; y=-1 ; z =2 (paa

lo cual, lea cada fila como si fuese una ecuacién del sistema).

EJEMPLO 83

Resolver el sistema:

So e e A se i oo = ()
1 2 3 4

e e Fee oot = Bl
T 3 4

sor Sl el e

i 2 3 4

x.— G e R D),
L s 3 4

De la matriz ampliéd&

RMANDO QUISPE P.

 SISTEMA LINEAL NO HOMOGENEO

El sisterna lineal: A =] . it == 10) (6:5)

85 no homogéneo; es decir cuando la matriz de los términos independientes H no es nula.

0s sistemas de los ejemplos anteriores son de esta clase,
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EJEMPLO 84

Resolver: g e D e ]
1 2 3
2 v X e 0
3x + 2x =l
1 2
Usando la matriz ampliada:
S 15y vty o]
es=et) : 1 f2_2f1 1 1 i -
B -2 1 110 2 Of =78l -2 -
| f,-3f, :
S 0 : 1 -1 Fia =2
AT o BTl ]
- i fl_fz : ':
e e ~ DL et S
: ’F3+f2 E
0 -1 B2 @ © (L e,

De ésta dltima, Ay [A : H] tienen la misma caracteristica r = 2y ademas n = 3 (tres

variables), entonces el sistema tiene infinita soluciones (r < n)con n — r = 1 variable
arbitraria. También, de las dos primeras filas, obtenemos que:

X+ 23(3 = -1 ; x, - 3x3 = 2 , haciendo x_ = a , resulta

3

x ==2a -1 y x. =3a+ 2
1 2

LLuego la solucién general del sistema es:

X — (x1;x2;x3)= (-2a-1;3a +2: a)

EJEMPLO 85

S
1 2 3
Resolver: 2x + Sx, - 2x, = 3
— A
X, + 7x2 3 5

Con la matriz ampliada:

[l sistema lineal:

RMANDO QUISPE P.

|
1
1
1
I
|
|
I
|
i

|
|
|
|
1
I
|
|
|
|

(@) {ah e
00 . O

De donde se observa que la caracteristica de la matriz de coeficientes A es 2 y la

‘caracteristica de la matriz ampliada [ A ¢ Hles 3 en consecuencia el sistema no tiene

solucion (es INCOMPATIBLE). De la dltima fila se desprende que:
0. X, + 0. x, + 0.x, = 0, es una ecuacién que no tiene sentido, no se satisface para

el
ingin - X = (x ;x ;X))

| SISTEMA LINEAL HOMOGENEO

AR S (O T
es homogéneo; es decir, cuando la matriz de los términos independientes H es nula

'(H = 0). Siendo el sistema de n incognitas, es facil deducir que la matriz de coeficientes

‘A y la matriz ampliada [ A 0] tienen la misma caracteristica y por lo tanto el sistema

‘siempre es compatible.
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EJEMPLO 86

2% 5 3%
Xt 3 33

1l
(@]

Resolver: 2x + x, +3x =0

3x]+2x2+ X 0

3

Usando solamente la matriz de coeficientes A:

sl :
f e 2f 1
A= 2 1 -3 e
=S
S 2 ik
1523
i 2 f 1 2f 2
g Ol ey | G5
1 et
sals W g s e
de donde la caracteristica es r = 3 y también
l’mica, la trivial: K= = 0.

EJEMPLO 87

Resolver:

Con la matriz de coeficientes:

3 4

4x3—5x = ¢

Toe a4 Bhe o = (0
3 4

1 2
Q) =10
0 -4
10
Gl
01 ()
n

1

= 3, luego el sistema tiene solucion

ARMANDO QUISPE P.

f,-71,

f”4~1-14,f':i

tiene infinitas soluciones. Ademés el sistema tiene

n-r=4-2 = 2 variables
Luego, de

la matriz equivalente a A,
'-x1+£x e te Ve >

4 .
10 3 i 2*;x3—;x4:0, haciendo: X,

“arbitrarias. se tiene que:

N - b resulta que: X,

'REGLA DE CRAMER

Dado el sistema lineal no homogéneo de n ecuaciones y n incognitas:

: (6.9)
& decir, A es una matriz cuadrada de orden r; la condicién necesaria y suficiente para-que
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dicho sistema tenga solucién tUnica es que A sea de caracteristica r = n, es decir
[A| 2 O,y la solucién del sistema esta dada por: -
Al A, (ALl A |
- 2 Kl = AR Xe e b e (6.10)
|Al | Al | Al o
EJEMPLO 88
x1+x2+2x3=-1
Resolver: 2x, —x, + 2x, = -4
dx + x_ + 4x_= -2
1 2 3
Por la regla de Cramer: 1 e a (AD)
| > Resolucion:
[Al=| 2 -1 2| =06 ; como |A| # 0, el sistera tiene solucién tnica. Como A y B son conformes a la multiplicacién, sea: C = AB = [Othj.]3x3 donde:
4 1 4 @ esla i-ésimafilade A
-1 12 T = i . es la j- ésima columna de B
T - 4 20 =6 A e fRe A R 4
-2 1 4 ai =R Entonces: Traza (AB) = cipa ot o BY b0l B
; e Traza (AB) = (8-2) + (-8-2) + (0 + 3) = -1
Al=12 -1 -4 | =-12
l 3| 4 TS _lTrazade (AB)=—1| :
Observe que Al se obtuvo de A reemplazando su primera columna por la de los términos N PROBLEMA 2 ;
1lndepen:::ces (H );H A2 al reemplazar la segqunda columnapor H y A 5 la tercera co- e
( también ; E e
e For B[ Si A esinvolutiva; [ A% = [
Entonces:  x, = B&_[ R g et i_[[. Si A esidempotente: A% = A
oAy Bl Si ¢ HNan>1y A" =/ entonces A es peribdica
A ' i
Sl P20 : " Resolucion:
2 |A] 6 - .
1A () A esinvolutiva — A? = [ de donde:
-12 ‘ :
3=ﬁ=?:_2 : : . A" =1 sin espar y A" = A si n esimpar (ver2.13)
Entonces (1) es Falsa,
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() A esidempotente — A* = A, de donde: (ver 2.11)
A e N s 2
Entonces (ll) es Verdadera.

() Si A"=L,VneNanz=2 — A esperiddica (ver 2.10)

Entonces (lll) es Verdadera.

{[I y Il son verdaderas

PROBLEMA 3

Demostrar que: A esinvolutiva < (I-A)(I+A) = 0

Resolucion:
* Suponiendo que A es involutiva, es decir: A2 = |
Entonces: [-A2=0 — I-A+A-A*=0
Acomodando: I AT e ARAT — ()
O o oplednd (1.11:2) (- AyF+(f=AYA = 0. (1= AJ(I+A) =0
B (LA A) =0 S oA AYA =D

Lyt e A A Ta i

I-A2=0 — I=A%2v A2=1 - A esnvolutiva

|A es involutiva <——> ([-A)(I+A) =OJ

PROBLEMA 4

‘ - 1
Sean las matrices: A:[g. }] : 5=|:'I? 5}

Si A y B son permutables respecto a la multiplicacion. Calcular los valores de m y n
Resolucion:

Si son permutables, entonces: AB = BA, es decir:

e

IMANDO QUISPE P. 77

2y — e — 3R Pt 5 —m41
3m+n S R [ —n{S

-m+1l - m= 4

J MATRICES

= AR e g =

‘ton los cuales se puede comprobar que:
2m-n=2m+3 - n=-3

St n = 2nt b a3 —n =15 S = 4

T A=

| PROBLEMA 5

= AN ABATCE AN AN U ATGEA A AR A
S A AR R Luegc A es idempotente.
=B > BAB=B.B - B(AB) = B> - BA = B
=B* 6 B®*=B, Luego B esldempotente.

A y B son Ildempotentes

| PROBLEMA 6

‘Sea A una matriz cuadrada de orden 3, talque: A = xM + yNY ; y # 0

en donde M es la matriz Identidad y /Y es una matriz en la cual los elementos de la diagonal

‘principal son nulos y los demés son unos.

Hallar un valor para la suma de los escalares x é y, sise sabe que A es involutiva,

| ecuerda que, por la propiedad demostrada en el problema 3:

A es_‘involut'iva S tlEANI=A) =0 6 CAHD A1) = 0
donde: A = xM+ ylN = xi+yN , Reemplazando:

[Coe+1) I+ yN] [(x~1)+uyN] =0
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x+1 Gy x-1 'y y |
y x+1 y e e =y = 0 , Efectuando
y y x+1 Y y sg=1l
e 2 i P 2xy+ y?
Pocliee Tfe e iee 2 e — Dy )
2xy + y* 2xy+y®  x*+2y°-1 |
De donde: e 20 SR
2xy+y® =0 , pero y =0
- 2x+y=0 - y=-2x
Xx-12(=—2x)-=1 =0
9x* = 1. > levxz—l.
3 5
Entonces: {x:l/\yzl—g}v[xz_l/\yzg]
3 3 3 3
Luego:
X+y = B v X+y = L
el e
PROBLEMA 7
: ash @ ol
Demostrar que la-s matrices: [b a:l y I: gt ]
Son permutables; V a; b;c;d
Resolucion:
; : L aieh | [
Slendo.P-[b a] y Q-—[d c]
Se desea demostrar que: - PQ = QP
B c d] ac+bd ad+ bc
Sl d ¢ ] | bc+ad bd+ ac
ol a b}_[aa+bd bc+ ad
Gf d c b a | | ad+bc bd+ac
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MATRICES

= QP — P y @ sonconmutables o permﬁtables

l
g} son conmutables o permutables.

[ab
b a

| PROBLEMA 8

-3
-2

Siendo: A =

.

(Calcular: AB y BA

‘Resolucién:

1
-3
-2

AB = 0 no implica que necesariamente: A

i g 1 11
VA =S18 2I SG R 3 =| —-22
R 2 A

-2 ) - 11

De donde: AB # BA, en forma general.

| PROBLEMA. 9

‘Sean las Matrices:

} = 0 (Matriz Nula)
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1 -3 2 2 el ) -3 -3 0 1

" AC = | 2 [l i) i | S e e i =5
ab gl P D ) -3 5 0 -5

lLuego:

AB = AC

Ademas, como se puede observar, AB = AC no necesariamente implica que B = C ;

lo que ya se indicé anteriormente en (1.11-7)

PROBLEMA 10

Demostrar que: * Traza (A+ B) = Traza (A) + Traza (B)
*  Traza (kA) = k. Traza (A) , V k escalar no nulo
Resolucion:

Siendo: A = [aﬁ] v B = [bg_] de orden n, se sabe que:

n
Traza (A) = 4 +a =
(A) o 22+.:'133+... +am 2 a,
]

n n n
Phaza (A+B) =) (a +b)= 2 2t > b,
i=1 i=1

i=1

Luego:

| Traza (A + B) = Traza (A) + Traza (B)

* Traza (kA) = 3, (ka ) = k P (a,)
i=1 (=l

Luego:

l Traza (kA) = k Traza (A)

PROBLEMA 11

20 3 s -1 3 5
Dadas las matricess A = | -1 4 5 B = 1. =3 =5
1 -3 -4 -1 3 5

Calcular: (A+B)2 y A*+B?

Bz

,*AZ:[J

ARMANDO QUISPE P.

MATRICES

‘Resolucion :

'Calculemos previamente Ad B*

2Ee—381—h 2. =3 =93

-1 4. 5 =

[ |

-1

| -1

. Ademas, observe que: A+ B = |

Blvege: (A+B)2 =1%=1

A2+B? = A+B =1

™ PROBLEMA 12

" Considerando la matriz A = [_(} ?}

~ Cuéntas de las siguientes proposiciones son verdaderas.

L A"=1 & ne N A n espar

. A=A & ne N A n esimpar

. AB = BA & A =B donde B esdeorden 2

B A"+l =0 - ne N A nespa

'f V. |A"-1l=0 - ne N A n esimpar

Resolucion :
=
i

0

A® = A2 A = 1. ; =

AP AC A = T ; — A

A : si n es un numero par

A" : si n es unnimero impar

}—I - A2 =1 5 A esinvolutiva

= A = AR 2

A =]
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Luego: (I) es Verdadera
(Il) es Verdadera

=
"Sea:B:{m n]‘clue:[
B et 0

= v
{—m —n] -m n -n=n — n =0
= e
o e FBLg i ol ()

Na]
1
a)

m O ]
O
Entonces (lll) no es verdadera

Porloque: B = [

* Anteriormente se vio que: A" = | si n espar > A"+1[ = 2
A G HE R D R

Entonces (V) no es verdadera:

* También: A" = A si

n es impar —» A" -1

BNA
. |A“11=|A4]=|ﬁ§ 8':0

Entonces (V) es verdadera

| 3 son verdaderas |

PROBLEMA 13

Sit /- A esunamatrizregular y A es antisimétrica, demostrar que:

regular.
Resolucion:
I~ A esregulary A es antisimétrica, entonces:

-0 . A'- - A dedonde: | USA)| 20 A Al= A

BRIA)E = [[+(—- A= I+ (—A) = 1+(-AH
- e — AN O A A
[(I-A)| = O, tambien:

€Omo I+ A] 20

| I+ A esregular i

I+ A estambién

(ver(2.15))

" Este término no pertenece a A, porque aysa s

"
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| PROBLEMA 14 N

!Dada la matriz cuadrada: A = [ay] de orden 5, averiguar si le pertenecen los términos:

B 5. a a a
4 13 24, 23 41 35

s a2 a. a

: a
21 13 T34 55 Ta2

Resolucion:

Para la matriz cuadrada: A = [aﬁ] ;Vi;j=1;5 acomodando los factores en cada

término:

2 a a a__a

IZARSE S0 4 iah

son elementos de una misma fila.

Gl G G ]
13 2‘!a34 A2 4855

Este término, sin tomar en cuenta su signo, si pertenece a A. El signo debe ser (—) pues

la permutacion: 31425 tiene 3 decrementos.

Sélo el segundo pertenece a A

\ PROBLEMA 15

Dada la matriz cuadrada de orden 6: A = [ag] , averiguar el signo con que resultan los
términos:

] a

Ehio il Bl (2]
ARy R v ()

g 2 a2 a a

> (Zi ]
32 4314 bl 66 25

Resolucion:

Para la matriz cuadrada: A = [ay,] ; Vi;j=1;6 ordenando los elementos en cada

término:-

B o A a o a &
i
] 14 % U3 g Ao A5

'Considerando la permutacién de los segundos subindices: 431265, ésta tiene 6 decrementos;
luego el término tiene signo (+). (ver 31)

el
2

A d
3 51

43 66

Para la permutacién de los segundos subindices: 452316, ésta tiene 8 decrementos; enton-
‘ges el término tiene signo (+). (ver 3.1)

| El signo de los términos es (+ )
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PROBLEMA 16 s it

a_, pertenezca a la matriz

Elegr p y g de tal manera que el término: — a5, 852,85

cuadradas A = [ay_] de orden 5.

Resolucion:

Para la matriz cuadrada: A = [aﬁ] T

Un término cualquieraes: (-1)%-a_a a_a, a_
ul 212 3J3 4J4 5J5

Donde d es el nimero de decrementos en la permutacion: j1 j2 j3 j4 j5. Comparando

e ey e e
Celling Bty oty
1 2 = 4 5

con el término dado: =S G
P

a
25 32 4q 53

p52q3 = 15243 v pB2q3 = 45213

Observando los segundos subindices:

Dedonde: d = 4 (nocumple) v d =7 (si cumple)
By g

PROBLEMA 17

1}k ) ) 2

DeNDE 2D 2

D2 R 2
Calcular: |A| = 2 5ien2 e -

B b0l n
Resolucion:

Restando la segunda fila de las demas; luego, a la segunda sumarle el doble de la primera;

S e e g 0 L O 9 O i Olkeset a0
DD D 2 2 0 A2 D D) e s O
ey s 0 (AL 8 e TR S e S Sl )
0 ) S 2 0 O ORI 0

L= S 5

N PROBLEMA 18

. Resolucion:

Y —a ¢
1 h

)
£,ARMANDO QUISPE P. 85
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B> por la propiedad (323) ¢ |A| = (~1)-2:12.3-4 ... (n-2)

A2

Calcular: |A| =

Observe que el determinante es de orden n+1; efectuando las siguientes operaciones:

A G c.—-a_ c y asi sucesivamente, se obtiene:

2 el 3 3 n+l

+1

" Luego; por la propiedad (3.23)

(x-a)

|Al = (x-a)(x-a,)(x-a,) ..
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1 2 3 n-1 n
1 3 3 n-1 n
1 2 5 n-1 n
Calcular: [FA =l : : '
1 2 3 2n-3 n
1 2 5 n-1 2n-1
Resolucion:
Restando la primera fila de las demas, se obtiene
1 2 3 n—1 n
0 1 0 0 0
0 0 2 0 0
WAL= | ¥ ] =1-1.2-3... (n=-2)(n-1)
0 0 0 n-2 0
0 0 0 0 n-1
LIAL= (n-1)!
PROBLEMA 20
T Wavera ata
3 2
Calcular: |A| = = 13 S
X tia 1 a
Yz g Nl
Resolucion:
Realizando las siguientes transformaciones:
c,—a <, 2 c,-ac, 2 o ac, ; se tiene:
1 0 0] 0
LT =gl 0 0
a
il 3 1= 0

ARMANDO QUISPE P.
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[Luego por la propiedad ( 323 )

| PROBLEMA 21

Al =

Calcular:

1
1 - x
1
1

|Al =

O 0O x X

N N OO

A =d=ate

Efectuando las siguientes operaciones: G =C y

| = = =

C
3

e
4

MATRICES

; luego, sacando el factor

de la primera columna y el factor z de la tercera colurnna, se tiene:

— — 00O

I = = =
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Ahora: fz—f y f4—f3 ; para luego: GO,
1 1 0 1 1 1 0 1
s @b 0 (BF i 0 = 0 0
Al S R s 2 g o B
0 0 0 -z 0 0 0 -z
Al = x-2(-x)(- 2)
|A| = x*2°

PROBLEMA 23

Calcular: | A| =

AW =
— N W N
o= W
WN =N

Resolucion:

Surnando todas las columnas en la primera y luego, sacando factor comun, se tiene:

10> ey i o
s e e
G = e e e e B

Boq e e ®

Restando la primera fila de las demas y luego: [ L 2f Ay fiit f2 resulta:

g e R

“ O el i = S Al Q] e
[l =10 il o i ss il i O e g
e Sy o

Luego:

Al =10 . 1.1.(-4)(-4)

|A| = 160

RMANDO QUISPE P.

PROBLEMA 24

a-b-c 2a 2a
2b b-c-a 2b
2c 20 c—a-b

a+b+c a+b+c a+b+c
A= 2b b-c-a 2b (a+b+c) 2b b-c-a 2b
¢ 2c c-a-b 2¢C 2c

'Restando la primera columna de las otras:

1 sl 0
|A| = (a+ b+c) 2b —-a-b-c 0
2c 0 —~a-b-c

‘Luego: |A| = (a+b+ c)(—a-b-c)(—a-b-c)

|A| = (a+ b+ )’

| PROBLEMA 25

Los niimeros 204; 527 y 255 son miiltiplos de 17, entonces demostrar que el determinante:

A=

Es también multiplo de 17.

' Resolucion:
| Teniendo en cuenta que: 204 = 17.12

527 = 17.31
255 = 171>

En el determinante, efectuando la siguiente transformacion: <, 102 c + 10. c, ), resulta:
2 0 10%.2+100+4 2 0 204

e e, o 5 (o S R R )
205808 2 1055 20005 255
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Extrayendo el factor 17 de la tercera columna:

D) ) =9c* 5 (4x+c).
ARSI SRS S
2550015
Luego: Restando la primera fila de las demas, se obtiene:

AL = e Sl e e

ey (4x +¢c) c® = 9¢*
=g dx + ¢ = 9¢
PROBLEMA 26

g 0] x—a x-b
Resolver la ecuacion: X+a 0 X —c||i="0
b GG 0

PROBLEMA 25

Resolver la ecuacion de “x”
Asumiendo que: ab+ bc > ac

Resolucion:

Desarrollando por la regla de Sarrus, teniendo en cuenta que el producto de los elementos

de la diagonal secundaria y el de sus dos paralelas son nulos, se obtiene:

Resolucion:
(x-a)(x—-c)(x+b)+(x+a)(x+c)(x-b) =0

Efectuando: f4— cf] , se tiene:

x3+(—a—c+b)x2+(ac'—ab—bc)x+abc+x3+(a+c—b)x2+(ac—ab-bc)x+ —abc = 0

Luego; reduciendo: 2x>+2 (ac-ab-bc)x = 0 — 2x(x*+ac-ab-bc) = 0

x =0 v x* = ab+ bc— ac ; pero deldato: ab+ bc—ac > O

ab(x-c)+bcx+acx = 0

x=0v x = +Vab+ bc— ac

PROBLENIA 27

XpC X x x
Resolver la ecuacién: : i x; i xi % fc = 9¢* ' .'p o
x x Gt PROBLEMA 29
Resolucion: : 2%, =3x,
Sumando todas las columnas a la primera y luego sacando factor comun, se tiene: Resolver el sistema y dar el valor de x .

- X_+2X
3 1
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Resolucion: - } PROBLEMA 31
Usando la matriz ampliada, se tiene:. ' 2x - xa+3x3 =16
= o | Gl a o 1 I i s TR Resolver el sistema lineal Homogéneo: 3x1+2x2+x3 =0
Bl o Rl e e il B g e e e e s | - ooty B =0
PRl —1 4 |5 7 20 O Bl ialir @ e
e 2'1 . ‘Resolucion:
ji- e e R BN e B W S oV £ 2 S W RO [ -6 IUsando sélo la matriz de coeficientes del sistemna; se tiene:
B o1 D s s R S e SO e — 14
(0 Pl N R o s O S o) 3 g 0 g 3 : = -
v 2—13f_f13~2f23f113ﬁ2f3f2137?.
De la segunda filaa - x_ = -14 3 il e S 1 = Oy =T e O]
. 2 i et ol R ARG I s e e R T S O R o)
3 1 7/
X, = 14
PROBLEMA 30
3x+ 2y+ z =5 g A S ; y A e
Resolver el sistema: 2+ Byt oz =l Como ésta matriz tiene caracteristica r = 2 (r < 3), el sistema tiene solucién distinta
2x+ y+3z =1 e la trivial: x = x =x, =0, la cual se obtiene asi:
Resolucion: " Pe la tltima matriz:
Mediante la matriz ampliada: Haciendo: x_ = a
3
o < muRdcR i el e el e e PR
209 0 1 1~ T e 1 = (LRSS =7
2 b s 2 1488 e il ok s e R e
o e e RS e e O L R e
522 o Rl [ (| - ol L Bl s e s B _
o R S e o R [ o D v e O B B RS B e N PROBLEMA 32
: St
f}_f_% 1 0 0 : 2 & i 4 2 34 j '}
o @l 0 i-2 Sj el sistema: X unlta )R 5
5 2x + ay+ G =1 2
e OFE 5 s
2 es 3x + ay+ 7z = b
Lledo: " Tiene solucién tnica, ¢qué valores admitena y b ?
X =Py =200 T E = " Resolucion:
Empleando la matriz ampliada y transformandola, se obtiene:
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L0t ol ffé—z’:; e
5 gl 1 4a+2 i 1 Sl 0] 1 4a E 0
b AN R R e R |
3 a 7 : b f4—3f1 0 a Il :b*3 : fBM(?k-G}fa
: -
1 0 2. 1 1 L0 A
= (0) e L 8 50 f4—f3 (6 et | At 0
(o)t a) el e e g = 070 e
f4_af2 0 0 1—452 1 b‘“’3 0 0 0 ; b-3

PROBLEMA 34

Como el sistema tiehe n = 3 variables o incognitas, y ademas solucion Gnica, entonces la

1
—- (k-5).| 0
0

1
(k-5).| 0
0

6
1

Thk-6 k+1

6
il
0

0
0

0
0
k+1

(K= 5 ke)

e =13 N e =]

De acuerdo al nimero de sus soluciones, el sistema:

matriz de coeficientes y la matriz ampliada deben tener igual caracteristica r = n = 3 y

e califica como:

paraesto: 1-4a%+ 0 A b-3 =0
| Al i“l“ A b= 3
l 2
PROBLEMA 33
. x+(1l+ kyy=20
Calcular el valor de k para que el sistema: (1-Fk)x+ ky=1+k
(I+ k) x+(1R2-k)y = —(1+ k)

Sea compatible’

Resolucion:

El sistema tiene 2 variables (n = 2) y la matriz ampliada es de orden 3. Para que la
caracteristica de éstasear = n = 2 (r < 3), pues el sistema es compatible, entonces

el determinante de la matriz ampliada debe ser nulo.

i

X+y+2z =

2x - y+3z
5x - y+ 8z

1 1+ k 0 1 1+ k 0

variables. Se observa que la matriz de los coeficientes y la

patriz ampliada tienen la misma caracteristica r = 2, pero r < n, por lo que el sistema

gk i Ikl 20 sty 5 12 0 b o l sisterna posee n = 3
vk 2-k -1-k B I+k R-k -1-k
f 1, 1 5 0 it 1 6 0 ne infinitas soiuciones,_osea es compatible indeterminado.
s — 1 1+ k 0 =0 L i EEe 0 =0
= 1+k 12-k -1-k f3—(]+k)fl 0 6-7k -1-k

compatible Indeterminado ]
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PROBLEMA 35

Si el sistema:

X +oyriz=0
ot 27 =l
2x+4y+ az = b

; s s : 1
Tiene infinitas soluciones. Calcular: ——
a

o =

Resolucion:

Para que el sistema tenga infinitas soluciones, la caracteristica de la matriz de los coeficientos
y de lamatriz ampliada deben ser iguales a ryademas r < 3. Empleando la matriz ampliacla,
se obtiene:

e O S S 1%l 5890
[TAs il % 0 -2 eS|
2 e b o e B O e
i r 1 =
e o e e
1 | i 2 e
== f jEE s !
2R e SRR e = Ol denenliing]
! PR, 5 SdaiEn
: f,=2f, :
0 2idFe b o) a-1 ! b+1J

Eliegoy r <3 o a-1=0A b+l =0 —

= 2

1
a

1
b

PROBLEMA 36

Hallar 1a suma de los elementos de la diagonal principal de la matriz X que satisface li

ecuacion:
Db Ak ()
[1 3}')(:[2 1}
Resolucion: '
S :X:[m n-J.
ea ks

Luego!

97

e donde:

m+3p = 2

psolviendo: m = 2

pide:

PROBLEMA 37

Traza (A ") = TAl

{as

PROBLEMA 38

Cuantos valores de “m” hacen que el sistema: {

hea incompatible.

2m+5bp = 4

Bl e

2 Hp 2 Sg e
m+3p n+3q |~

2n+5q = -6

n+3q =1

{6+3+2) = ‘161

a7

Traza (A) + Traza (A} = 6

x+ my =1
mx —3my = 2m+3
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Resolucion: lgual modo: A° = 631/
Con la matriz ampliada: 2 _ g4.]
3 . 39 e iEs
1 m E 1 i 1 m Ll pees: A= Gk
m -3m | 2m+3 B ISt AL se s s e

para que el sistema sea incompatible, la matriz de coeficientes y la matriz ampliada deber A© _ 6B

@ ISHE) s
| e e

N eNe]
OO~

tener caracteristicas diferentes, para lo cual:

_3m_m2:0 A m+3 20 ] 13
suma de sus elementos: S = 67 (1+2+3)

Dedondee m = O

S=614

[ Un s6lo valor de m

|

Hallar la suma de los elementos de A“.

'ROBLEMA 40

PROBLEMA 39

Dada la matriz @A =

W oo
omno

1
0
0

Resolucion: J
& los elementos de la diagonal de A" ?
Lo fesolucion:
O 0. 2
30 .0
(Ol (o) (@ g (@) o)
B eo. 0 2. 10 0 2 =16 0 0
3 {0k @) SO0 (OR5 S ()
@O D @k (8 GO0
B 6.0 0 (OO T2 SO R o
0 88 ) 3 00 OF DG

Lueg: A*= A’ A=6.1-A=6A
8 i

e e
=2 A gl s e e e e

N general:




Tititavial

&l guﬂzh@ ‘ Y

SR e lrE s s R |

Siendo S la suma de los elementos de la diagonal principal, se tiene:

S:% [3"'1+3”'2+3”"3+... +3+2]
ey i
8_2{3+32+33+...+3n1+3nl
Si n es muy grande, entonces:
1
%l ; 5
3~2|:3+32+33+ +jl—2 jl‘jl" =
3
S =l

PROBLEMA 41

Dada la matrizz  J :{ Qsn }
o 0

Ellidoin c 77, Hallarg 20y LR

Resolucicn:

Sier{do ¢ es un escalar no nulo: = = { ? - }

e T TR e T
=1 e
\.__; DT e
1l 1]
S M S
S EE
e
R e o Y TR e
2| =1 [
e P S T SR
Il 11
o T
=1 o
TR
[ el
e

I

I
R TN

=]
S

i

I

I

o

{]

—

Luego: é es periddica, cuyo periodo es 4.

Entonces:

il gLy gn-2oigned Lo S W anc a0z, a8
Sisl st engl 2

+3+1
+3+2

RMANDO QUISPE P.

PROBLEMA 42

Hallar el valor de i, de manera que el siguiente sistema lineal homogéneo:

(k) xis =z =0
2x — ky - 2z=0
x-y-(l+k)z=0

Tenga soluciones no triviales.
Resolucion:
La matriz de coeficientes del sistema debe tener caracteristicas r < 3, luego:
Tk 1 -1 1 -1 -1-k
f e f 3

Pt i il i e
s T - £

£ oo 3

2 1

f,-(=K)F,

Entonces, paraque r < 3 -k*-2k =0

=0 vl = =2




— cuZERNS 102

PROBLEMA 43

X + 2x;2 —!
81 es sistema lineal: 2x +(1+c)x, = =
1(1—c)x1+ 3x2:2

Tiene soluciéon tnica, el valor de X es:

Resolucion:

S el sistema de dos variables (n = 2) tiene solucion unica entonces, la matriz de

coeficientes y la matriz ampliada deben tener la misma caracteristica r = n = 2; luego:

1 f,=2f, 1 Suris

1 2t
el o diertel il o
st L ) 112 caiiliiie
1 2 ol s o a0
1 f : e : c—3
g 2 |0 1 : 433 o 0 1 E C33
i (Riless ; | g
i f37(1+2C)f2 S :1+ 3(1+2¢c)
| O 1+2e¢ ! l+¢ L ! (& LT
Entonces: 1+ ¢ 3(3j.§c) = (g %)“:(1'2-&-40:'-'- O = e o 0y e =
BIGE—0— x1=—1
e — 4 - x sl
i iy
X = il W oy zl
1 7

PROGLEMA 44
Seat s i)

Para qué valores de  “m” , el sistema: ax+ by = m?
a’x+ b*y = m®
es compatible.
Resolucion:
Empleando la matriz ampliada, con las transformaciones senaladas, se obtiene:

IRMANDO QUISPE P.

1
I
1
1
(]
I
1
I
1
[}
I
1
1

m

m(m-a)
b—a

m(mzwaz)—m(m—a) (b+a)

Qué valores deben asumir a y b para que:
) Exista solucion unica

I) Las soluciones dependan de una variable
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iii) Las soluciones dependan de dos variables
iv) No exista solucion

Resolucion:

Empleando la matriz ampliada:

e e S
A A ] A L S bl b =
b Lol & alib f,-af,
1 b e el il b a L
b= by U a i pE [ R0 a1 A b
) T (R 0 0 (2+a)(l-a)i b-a

El sistema es de tres variables (n = 3); luego, si r es la caracteristica de la matriz ampliada,

se tiene:

(i) El sistema tiene solucién Unica si y sélo si la matriz de coeficientes también tienc

X

caracteristicas r y ademas: r = 3, y para esto:

(2+a)(l-a) =0 — a=1;-2
(ii) Las soluciones dependen de una variable o el sistema tiene una variable arbitraria, si
la matriz de coeficientes tiene también caracteristica r, ademas r = 2; para lo cual se

deben cumplir:
(2+va)(l-a)y =0 vib-—a—0"Aa_—1 =0
- a=b=-2

(ii)

Las soluciones dependen de dos variables, o el sistema tiene dos variables arbitrarias,
si la matriz de coeficientes también tiene caracteristica r, y ademas r = 1;y para esto:
(2+a)(l-a) =0 A b-a=0nx b(a-1)=0Al-a=0xb-1=0

e =

(iv)

El sistema no tiene solucién, si la matriz de coeficientes tiene caracteristica menor que

r, para lo cual:

(2+a)(l-a) = 0 A b-a 20

[(a:—2va=1)/\b¢a

' PROBLEMA 46

Dadas las matrices regulares A y B de orden i si A y B son permutables, demostrar que
también son permutables:

je) A-' vy B
A vy B!
gy 5
Resolucion:

| Se sabe que:  AB = BA  (son permutables)

fa) A '(AB)A'= AY(BAY)Al 5 (A'A)BA! =

A LBAATY

1.BAZ L = A B IS BAT = ATB

Luego:

A' y B son permutables

Bl (BAYET S S BaVANBE ) = (B By AR
- ‘B*A = AB!

B '(AB)B! =
B tA.I = 1.AB!

- (b)

* Luego:

A y B! son permutables

= A"'B 1 (BA)A !B}
A (B 'B)(AA ) B!

B AlBl(ABYA B!
B A (B lAyBAT) BT =
sl AR A BB A LB
(AT AB 'AV (B = A LB

LB AT L=iATL B

S UBr LA = ATl Bl

- Luego:

Az iy B son permutablesJ

| PROBLEMA 47

= Si A es una matriz involutiva, demostrar que:
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* %(14—/\) y %(I—A) son idempotentes

18
2
Resolucion:

¥

(I+A)%(]—A) =0

Por condicién del problema: A® = |

Con las propiedades: A-I=1-A=AAI"=1 ; Yne I’ setiéne que:

2
1
* —1A:|:
[2(‘*'}

(1+A}»%(I+A) = i(!+A)(1+A) = i(1+2A+A2)

(I+2A+1) ='%(21+2A) = %(1+A)

2
- [%(J@A)} =“12~{1’+A) = %(I+A) Es idempotente

La demostracion es analoga para % (I- A) (queda para el lector)

i AT = s %(}+A} y %(]AA)sonidempotentes

1 fliiee 1 1
¥ =+ A) —(I-A)=—U+A)(I-A) = —[(J+A)I-(I+ A) A
2( ) 2{ ),‘\4_(. ) ( ) 4[( ) ( ) Al
hps » 1 1 1
S e AR AR A ] e O
4[ A’ 4[ ] 4[ ] A
Luego:
.V 2 1 1 S
SiAs S e AY = Gl = A =10
2 2 -

PROBLEMA 48

Demostrar que si Ay B son dos matrices cuadradas de orden n, la condicién necesaria

y suficiente para que A y B sean permutables es que A + kI y B+ ki también lo

sean, Vk escalar no nulo.

Resolucion:
* Asumiendo que AB = BA ; siendo k un escalar no nulo:

(A+kl)(B+kl) = A(B+kl)+ Kkl (B+kl) = AB+ kAl + kiB + Kk21®

M= A)" = [+ nA+

ARMANDO QUISPE B ; 107 :

BA + kA + Bkl + Kl . Kkl
(B+kIYA+(B+Kk)kl = (B+ k) (A+ kl)
Luego: A+kl y B+ Kkl sonpermutables

¥  Asumiendo ahoraque A+ kI y B+ kI sonpermutables V k escalar no nulo:

(A+ k) (B+kl) = (B+ k) (A+ Kkl)

A(B+kl)+ Ikl (B+kly = B(A+kl)+ ki (A + kI
AB+ kAl + kiB + k?1? = BA + kBl + kiA + k*[?
AB+ kA + kB+ k*1 = BA + kB + kA + iK1
AB = BA

' Luege A y B son permutables

| A y B sonpermutables <> A+ k] y B+ kI sonpermutables ; vk # O

) PROBLEMA 49

' Si A es una matriz nilpotente de indice 2, demostrar que: A([+ A)" = A;Vne Z'
- Resolucion:

" Teniendo encuentaque: A.l = [. A = A , se tiene:

Bl A)? = [£2A+ A°

(I+ A)2 = ]+3A+3A%1 A3

n(ngl)A2

. L AR i e

i A2 -0 5 A — 0, Ype Ll A pz?2

e = e A

A(l+A)" = A(I+nA) = Altn-A-A = A+nA’ = A+ 0= A

QA2 0 S LAY AV A e a2t

| Hallar todas las matrices de orden 4 que sean permutables con:
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DRl a0 | i s et
i b ) ( ) S i s e
OO O 1
OO 1D _1}%[A=41AADJ(A)=[_5 “31}
Resolucion:
a b o? d —L-ADJ(A)=[
gl Al =
Sea la matriz cuadrada: 1B =l ;
el Tk A
gt g
Tal que: AB = BA, donde:
O e A R
e 00 0 Dbl i e e e il
g oKDk il sl S R s I S P
(@) 10), 10 L L ey e SO s 0L R0 o
b i q ol e F el e e
BAAES A (o) aTE subis Mokl SIOLS B ren e /1
S L e O 00 il il O it Pt e
fiigh R @) OSSOSO RS EN B O T D fom (=8l
Igualando: e = i=m=n=p =0
s o= b .  h=g b e=]=0 o kengSsa g | - 4 Yada la matriz: A=[1 _1}
. 0 1
Luego: 4
fhcontrar lamatriz M si:. M= A+A%+A%+.. +A" ;ne Nanz3
a hadel ad Resolucion:
s Qia b e ;
& = Db A b e ]
(O B O
PROBLEMA 51
: = & 1
Sabiendo que: A = [ et }
Calcular: Traza (A~ %) !
donde: A ': Inversa de la matriz. A
Resolucién:




RN 110
v CUZCAN -
Entonces: M= A+A2+A3+... +A" = [ 8 71~2~I?;—...
n -n(n+l)
M = 2
0 n

PROBLEMA 53

Sea la matriz B = [ ]0 f}}

y el polinomio: P = XM -2X° 41

Hallar la sumatoria de los elementos de la matriz: P(B)

Resolucion

. ]

[ -1 -1} {0 -1}_{-1 o}f
BﬁB'B‘[1o Tt e e v ) il

W s R

us)

58
1l
o
w
It

B=B‘“ B-_B.B=-B°
N 8- B> B--B - -] =1

lL.uego B es una matriz periddica de periodo 6, de donde:
B¥ - B®. B .Bt=BY-_8

BEE gl igii s ips A ps B

Entonces: P - = B*-2B°+1 = -B-2(-1)+I

abiendo que: F(X) = X?°-(a+d) X+ad- bc

donde: A = [ o
) (c

- e N erdX] Al = bl

- (X -al)X—(X-al)dl - bcl

Uﬁ = (X-al)(X-dl)- bcl

ego: F = (A-al)(A-dl)- bl

QT
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| 2 . -1 ]
5 c; } C; B=1|2 -1 ViR B ) [Eit8 G
i e 3 152 -1 -4 3
: 1
0 1 0 i 0 1 0 W [ O aT, H ( AT m.ADJ( A) , reemplazando se tiene que:
A= =1l =1 =1 S| — 1 0 0
@ @ (@) i Ee B0 R0 1 1 ] 0 : =l
Tl TR L 1 -8 '
iy o) 0 0 1500 0 ‘ g w e -1
AL e B e ; 16 i
@ @ Tl 0 100 0 O] : |
Luego: A* = A’ A=A
A= A*. A=A A=A?
AS = A®. A = A2. A = A® = | ; Engenerak A® = |
El periodo de la matriz A es 3.
PROBLEMA 56 8i la caracteristica de lamatriz A = | 1 2x 4x?
o0 P s e g
4 4 2
Mo es igual a 3, Calcular un valor de x
1 1 1 - o
S A R s Halldb et A solucion
2P A T il
SHNE R
L 4 4 2.
Resolucion:
1 1 -1 2 1 1 -1 2
Por propiedad: A = 7 % i :21 = Al Z} % i :2] Por otro lado: o B = s = B e e
: ' 2 2
. 41806 dadl Al il -i '
il ZE (Gesdard s Baanll o il 16 8¢ denomina determinante de Vandermonde de orden 3. Luego, en el problema, la
aracteristica r de la matriz A no es 3, es decir r < 3, entonces:
e 1 . Ll ‘
Tanbién si: A:ZB yesdeorden 3 —» ADJ(A) —(4) ADJ (B) Al = O
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1 x+2 (x+2)° | PROBLEMA 59
IS 2 4x? =0 > (-x-2)(x"-2x)(2x-x-2) =0 - —arbict tab e tatb-c
5 Calcular: |A| = a-b+c a+b-c -a+b+c
] % x4
; a+b-c —-a+b+tc a-b+c
>  x(x+1)(x-2)° = 0; de donde: | Resolucicn:
Sumando todas las filas en la primera y también: [ + f_, luego extrayendo los factores
Bo= @y = il ws 2 1 - RN
comunes, se obtiene:

PROB&EMA 58 a+b.+c a+b+c a+b+c 1 1 1

x a a a [FAE= 2a 2b 2c = 2(a+b+c) a b c
a X a a a+b-c -a+b+c a-b+c a+b-c -a+b+c a-b+c
G T itz LR R St R

Calcular: [FAe = - - - - Ahora f3 = f2:
ke oL S S ke S e MA| = 2(a+b+0) ; por laregla de Sarrus:

Resolucion:

Considerando el determinante de orden r; sumando todas las columnas a la primera, luego

sacando el factor que se repite en la primera columna, se tiene: 0o te b et e Bmais A L0 s ol Pl (o 8

Py S e il S e e WA| = 4 (a+b+c)(ab+bc+ca—a*-b*—c?)
S asl I I s S CUR SRR TR e R B |A| = 4(3abc—33“b3»c'3)
s Math=1yd, @ % L. . oA ey IR g dine Taiisv e A .
Rel o B ) N PROBLEMA 60
i (s 10)ia S SR A e e B S e ‘ coszt—+isenE cos£+iseznE
s 3 4 4
Restando la primera fila de las demas, resulta:
Calcul | A| Cosn isenn c052n+isenziT
1 a a a alcular: = GrEE = = FEs
0 Exoa 40 0 1 3 2 3 3
0 (0] xX—-a ? y 0 < - 5 i
|Al=[x+(n-1)a] - ; g : sl siins hial e —a)" G e cos—n—isen-m
; 4 . 4 3
0 0 AL T s Resolucion:

‘Tener en cuenta que: cos c.+ iseno = CiS a ; CiSo-CiSp = CiS (o +[})

|A|':[x+(n—l)a](x—a)n'1 ‘ - y coso—iseno = CiS(-a) , luego:
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[ T T
1 (@ CiS —
3 4
T 2m
= | CiS(-— 1l @IS ==
[ Al ( 3) 3
T 2T
CiS (- — CiS(-— 1
L - 4) ( 3) J
N D T ’ T ! 2x T
|A| = 1+CiS— CiS— CiS(-—) + CiS(-=) CiS(-—) CiS— -
3 3 4 3 3 4
: T ST i T 0 ; 2T an
= @S =) GIE (=) = @Bl G = CE(-——) i
4 4 5 3 3 3
S ; 3n ) g ;
|Al =1 + CzS—4— + CtS(——4—) - CiS0O - CiS0O - CiS O
[ERRE= 1 -+ coséi[ + :'5(3:'13—E + cosﬂ - isengﬁ—l—l—l
4 4
lLuego, reemplazando el valor del cos , resulta:
A
PROBLEMA 61
a a+h a+2h a+(n-1)h
—a a 0 0
Calcula: | A| = e = .
0 0 0 a
Resolucion:

e observa que el determinante es de orden n ; sumando todas las columnas a la primera,

resulta:

ARMANDO QUISPE P

MATRICES

i

PROBLEMA 62 |8

Resolucion:

(n-1) nh
e P o
2

a+(n-1)h

0

0

n

* Desarrollando el determinante, por propiedad, con respecto a la primera columna:

0

0

IAl—[na

Calcular el determinante de la matriz de orden n

1 0
2 1
1 2
0] 1
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Multiplicando cada columna, a partir de la sequnda por 2 3; 4; .. ; n respectivament -
= -2(a’+1+1l-a+a+a)-(a+1)(a+1)

(recuerde que el determinante quedara dividido entre2 - 3 - 4 ... n.) Luegdo, a cada columiii

a partir de la segunda-restandole la anterior, se obtiene: | = —2(a*+a+2)+(a+1)?(a’+1) , factorizando:
it ¢ 20 08050 D (2% -1)(a%+3) ;pero: a = V-3 5 a*=-3
e R SRR TS ) 0 j| S RN (e ) 0
1 (o) M o7 e 0 1 0 2 4 0 0
PR o 0 see 0l e N0 st B 0 : , :
I = e o ‘ = el _ Reemplazando. ,
aito tio oS R GG O | !
Dedonde:  [A] = —-2.3.4.5.. (n+1) = L (D! | PROBLEMA 64
ni n: i
JA| = n+1
PROBLEMA 63
(g 1 1 1
Calcular: A =
1 1 -3 1 .
1 1 o ea | Resolucion:

Resolucion:

Haciendo: V-3 = a; y efectuando ¢ - ¢, para luego realizar f1 - f2, se obtiene:

a Ll 1 a-1 i) 1 —2 a+l 0 0

L -a 1 o e e e T B I T e 6 TS e 1

il 1 a T 0 e i 0 1 a |

1 i =gl 0 Idiikes Fetr 0 1 1 -a
Desarrollando con respecto a la primera columna; por la propiedad (322):

-a 1 1 a+1 O 0
=y 1 2 1| - (a+1) 1 a 1 . b
i 1 Hhcaed L Sacando el factor (n- 1) x, luego restando a cada fila la primera resulta:
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s e e sa o 1 X X
e e e b 0 -x 0
il (0] XX (0] 0 -x
|A!=(n—l))c . =r1—1
X o X £
T oF 5 00 o e
| R x:. 0 0 0 0
-1
Luego: |A| = ot el (=i
X
Al = =D (n-1) x"?
PROBLEMA 65
0 1
1t 0
1 1
Calcular el valor del determinante de ordenrz :  |A| = | - :
1 1
Resolucion:

- X

Sumando todas las columnas en la primera; luego sacando el factor (n - 1) , se tiene:

1
0
1
Al = :

1
0
0
=t 1)

1 1
a1l A |
| Sl
1 0

1 1
-1 0
Q=1
0 0

R

=(n-1) .

B S
O 29 ER0)
0 0
0 1

e
0 1
it )
et

|Al =

EHE a1y

> Al = (n=-1).(=1)""

MATRICES

‘Nétese que el determinante es de orden (n+1). Agregando la primera fila a la segunda;

luego la segunda que resulte agregarla a la tercera; la tercera resultante a la cuarta y asi, se
obtiene: o
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PROBLEMA 67 | ' _ | PROB:’.EMA 63
¥ & Y 0 0 ‘
0 ady a, 0 0 _
3 5 Y g Q Walcular: |[A] =
EElclar: | A| = ;
9 2 O 3 an an
1 1 1 i
Resolucion:
Resolucion:

Efectuando las siguientes transformaciones: [ i f1

Nétese que el determinante es de orden n + 1; sumando todas las columnas a la primera,
% diene: " luego sacando un factor de f2 , se obtiene:

0 a, 0 0 0

0 -2 a, 0 0

0 0 ! 0 0
|A] =

0 0 0 =a. a

n+1 1 1 1 1

a 0 0 0 0
=l a 0 0 0
0 -a a 0 0
|A| = (R+1)(=1)™*2 . R
0 0 0 —a a
n n

Luego:

N )
|A] = (=1) (n+1) aa.a,. a

n
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PROBLEMA 69 |
E| determninante es de orden n. Sacando el factor a de la primera columna, a_ de la segunda
s d A ‘
L 0 0 a, de la tercera y asi sucesivamente. Luego, sumando todas las columnas a la Gltima, se
@ ety 0 0 '
; @ @ s 0 O
Calcular: | A| = Z
(@3 (0 6) iy
G 00 0%
Resolucion:
Por propiedad, desarrollando con respecto a la primera columna, asumiendo que la matriz

es de orden n:

e e o
O e ) 2o

il e R U R R e 0
ot e ool Oy

Cada una de las matrices que se observan son triangulares y son .de orden n — 1, luego:

| A= s ey iy

|A| i xn+(_1)n+l'yn

PROBLEMA 70

al ) 0 0 0
a, = 0 0
0 0 a 0 0]

Calcula: |A| =
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PROBGLEMA 71 -

oo Lo el el 1| ; ;

i T e o Encontrar el valor de x para que el rango de la matriz:
Calcular x al resolver la ecuacion: Lt 2] e ] e =0

(e e b ia )

| R | e e o

Resolucion:

Aplicando el procedimiento empleado en el problema 59, donde: @ = 1 A n = 5

Se :
se obtiene: (x+4)(x-1)* =0 a menor que 4

- Resolucion:

. Para la matriz cuadrada A de orden 4 y caracteristica r :

r<4 o |Al =0

PROBLEMA 72

Resolver al ecuacion

\ Luego, en el determinante de A, sumando todas las filas a la primera y posteriormente

a a a a a
1 2 3 4 @ . sacando factor comun, se obtiene:
a a+a ~-x a a a
1 1 3 4 n
a a. a +a. —x a a 0
1 2 2 3 4 n -
a, a, a, a,+a, -x a = H0) - =0 -
: .. . :
a a a a a . +a -—x 1
1 2 3 4 n-1 n
2 X
Resolucion: (2ot :
Restando la primera fila de las demas, se obtiene: 0
a a a a a ' Efectuando:  f_ - f ;. f —xf vy sacando factor
1 2 3 4 n w3 0 4 2
DAl X 0 0 0 'f3—{x—1)f2 y f,+xf, jresulta:
0 0 a, -—x 0 0 i
0 0 0 a - x 0 Ty
£ ! x (2x+1) =0 - x(2x+1)
0 0 0 0 a -x ‘
n-1
Luego:_ al(a]—x)(az—x)(aa—x)..; (a ]—x) = (0 2
e A s iR e o f aen' f y también cambiando de signo, se tiene:

G




— CUZCANSG

X(2x+1) .

PROBLEMA 74

128
1 1 1
1 1 d ;
% =0 =5 x{2x+1)(1+x_
(0] 1 -1
(G B e
X

Calcular la caracteristica de la matriz:

Resolucion:

A:

coom

—DN o O

i N

) =0

3 J : Pk 1 i
Realizando transformaciones hasta obtener la matriz canénica : - f1 , se tiene:

00 o
e
0 o

f,-2f,

!-4 i 2fl

50

(@)

1

0

|
e

IMANDO QUISPE P.
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|

PROBLEMA 75

1
0
1
1

Resolucion:

— ) = e
T ekt

1 0

SPGB R R R R
1 2 3

=X PG T
xl £l 4

SRR R
x1+ 2 4

Slpnpne (e e i
1 2 3

R W N =

TS @ —

s (D) (@) e

OO0

MATRICES

-‘ Empleando la matriz ampliada y restando la primera fila de las demas, se obtiene:

SOV (G
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Iinalmente: x, = ey (rel)n -bonde la matriz de coeficientes y la ma‘triz ampliada tienen la misma caracteristica r ~ .,
2 I < n,el sisterna tiene infinitas soluciones, luegohabran n-r = 5-2 = 3  vatiables
= el - Independientes o incognitas arbitrarias.
(—x3:2 pEligendo x. =a ; x,=b y x =c L
ek x, = 3 Entongces, de las dos primeras filas, se obtiene:
LLuego: =0 n-1
o Lo 1 = = 4 1
e 5 e e e s e e (- 1)
PROBLEMA 76 |
s slem e ] | PROBLEMA 77
1 2 3 4 5
2x]+ XKoo= X DX xﬁ:l xX+y+z = a
Resolver: : =
3x +3x,-3x, - 3x +4x_ = 2 B e iig:l‘j 7 f
4x1+5x2—5x3—5x4+7x5=3 y+z+v=4d
Resolucion : . Resolucion:
[El sisterna tiene n = 5 variables o incégnitas; usando la matriz ampliada se tiene: Con la matriz ampliada, sumando todas las filas en la primera Sc obtiene:
e : e o S R R T
o e S e R el e e e T B e e b L T
2 S R B g N ORI A BB RCD i WO o T S S c i 0 e
e 5 3 42 ~ QLB 6 60D oA A e (6] s Loty d Ol T TR
S 5 5 7 3 if RSO SR O S ; : :
f 4 o 1 ‘ Donde: n = M;—C—t—g. Restando la primera fila de las demaés; para luego sumar las
L p =l 1 L =7 : 0 r 1 : 1 obtenidas a la primera, resulta: '
.l = o 1 0 0 0] —5 1 5 ‘ : .
o R e e | kel Bl S e O T o B e el
t e e o B o 00 ipony e 0 g b
6's : gl 2 e R ORI o O e =l Se0dee c-n
FEilie 3 1
1 I
1 I
1 ]
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Dedondes x = n-d
y=n-c
zZ=n->b
U=b+c+d-2n

Reemplazando n :

a+b+c-2d .
S e
8
i a+b-2c+d
23 3
a-2b+c+d
B oE e
-2a+b+c+d
v:———BH“**

PROBLEMA 78 ' %

Indicar un valor Irracional de “a” para el cual el sistema Homogéneo:

ax+y+z =0
x+(a+l)y+z =20
x+y+az = 0
Tiene solucicnes no triviales.
Resolucion:
UUsando sdlo la matriz de coeficientes:
] 1 1 a f—f
“ f1xf3 2~ 1
1 a+1 1 1 afl 1
il Ee R B AT
r T 1
1 1 a fm_fz
|
= T.
a 2
|
0 1 2 ~ 0
a
fEcaly

@)

ARMANDO QUISPE P, 133

2 (a-1)7

a

1-a

.Luego: a A DG

La:—]j:\f_f—,

| PROBLEMA 79

] En el sistemna:

ax+y+z =1
Xt+tay+z = 2
xX+y+az =3

“_n

Calcular el valor de “a”, sii y+z = 1

. Resolucion

Usando la matriz ampliada con la tltima ecuacién inclusive:

1 Fa+2 a+2 a+2

o 56

s e a 1 i3
: :

I & 1 1 a 33
5 1)

=0l (g Q)(a*+22-1) = @

Como a € Q' (irracionales), entonces de: a?+2a-1 = 0

Si el sistema homogéneo de tres variables (n = 3) tiene solueiones distintas de la trivial,
| entonces la caracteristica de la matriz de coeficientes debe ser r < 3 y para esto:
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—glﬁﬁi@
1 7 I {}
1 1 1 i g 1 | s
1 a+?2 !
| i
0 1 1 Ll 0 i
.f!-(dﬁlﬁl)f,(1 : f4+f] :
s 0 0 sl b S = 0 gt o
J a+2 !
1 |
| 1
0 0 A e 0 o !
! a+2 L ]

Como el sistema es compatible (a # 1) y la matriz de los coeficientes del sisterna tienc

caracteristica r = 3, entonces la matriz ampliada también debe tener caracteristica

r=23 y paraesto: 6-a - 12 — 0= da—at - O
a+2
A= a0 e an— ()
PROBLEMA 80
x1+x2+x3+x4 = 2a1
B o e s P
Resolver: l_xz x3 G 2;
M s e
x}—xg—x3+x4=2a4
Resolucion:
Empleando la matriz ampliada:
L AT 1ol il P e e
| Aol . 1
B Ly o —F 000l =2 S22 W 22 —2a
1 2 3 1 ! 2 1
it i =i :2&3 = O D D) :2:-13—2.31
el =10 1 ':2:?14 I Q=22 RO 20 e ey
[}
1 @t 0 :al+63 b
3y i 5
=13 @ el 1:51'% fi @l
i : | S
e 1 eg) A A 0O 0O
’4 [3 0 : 1 3 fzxf:,.
BRSO D B ©
LE8s5 4

@ sl @ =

iy e

i Y e

~ ALGEBRA

i

" Finalmente: o=

| PROBLEMA 51

Resolver:

(b+

‘Siendo: a+b = 0

' Resolucion:

d =tiel ual =i
1 2 3

1
1
I
i
I
I
I
i
I
|
I
|
[

(o4, Gpel apdib Gl
1 2 3 4

2

A A e =
1 2 3 4

2

a i d e e
1 2 3 4

2

GRLAE] o ek
1 2 3 4

2

4

2

Alaa S=td i
1 2 3a4

L}

(c+a)y+(a+byz-(b+c)x
(a+b)yz+(b+c)x—-(c+a)y
c)x+(c+a)y—-(a+b)z

b+tc#0 y

2a’
2b°
2¢°

1l

c+a # 0




sl 136

= CUZCANE
Madiante la matriz ampliada, se tiene:
e c s atb E'Zaj f2+f1 Loy e c+a a+b 2333 :
AMieEc s At b | 2b 5 0 0 2{a+b}52(a3+b3) %
e 0 2(c+a) 0 i 2(e+a’) ;
oo oot R el PROBLEMA 82
e gl e s '
T, ‘bo‘c E:Z i L e Lt el o B s B Si A es una matriz cuadrada talque: A" = 0 A A™!' 2 0 conn entero positivo,
2 ; ! —_ e R 3
£ 0 YR A b s 2 S ) hallar la inversa de (A - I).
Luego: (-b-c)x = —b*— ¢ - Resolucion:
(cta)y = 3 +a° De las condiciones: A" = 0 A A"!' 20, ne 7 "y con las propiedades:
Gaibiz - awb Al = JA = A A AA-1 = | se tiene:
e e Bl - | - 1= I-A+A-A%+ AP _ATTL AR AR An

U-A)+(A-A%+(A%-A%+... +(A™1- APy 4 A"
e (A = A CASEIE AR A AT At T ind 0
- Multiplicando ambos miembros de la igualdad por (A - 1) ! :

J(A-J)"=—(Au.r)m-1)"-A(A-t)(A-i)'l-AZ(A-n(A-f)‘l-...-A"*‘(A-n(A-:)'l
SCACA S = A e e Ty

- Luego:

(Al s A=A A

PROBLEMA 53
Siendo A una matriz cuadrada de orden n y ademas regular (|A] # 0), demostrar que:
ADJ (ADJ (A)) = |A|""2- A

Resolucion:
Se, sabe que: A-ADJ(A) = Diag (|A|;|Al;|Al; ... ;|AD = |A| -1

s ADJ(A) - ADJ(ADJ(A)) = Diag (|ADJ (A)|; |ADJ (A)|;|ADJ (A)[; ... ;|ADJI(A)])=|ADJ(A)|. I
pero, también se sabe que: |ADJ (A)| = |A|"! | luego:

ADJ (A) - ADJ(ADJ (A)) = |A|* 1.1
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Multiplicando por A ambos miembros:

A-ADJ(A) - ADF(ADJ (A = AJAIE L = AR - A
|A|- ADJ(ADJ (A)) = |A]""' A

[Luego:

ADJ(ADJ (A)) = |A|" 2. A

PROBLEMA 84

Demostrar que:
Si A es una mafriz simétrica — ADJ(A) es simétrica

Si A es una matriz hermitica — ADJ(A) es hermitica

Resolucion:

¥ Sea A = [ag]una matriz cuadrada simétrica de orden n, es deci: A* = A. Si Mf‘""
i)

la matriz de orden n — 1 que se obtiene al eliminar la i — ésima fila y la j — ésima columna

de A, entonces: Mfi = {Mﬂ)‘ (la comprobacién queda para el lector)
. s t —
Luego: {Mﬁl = |(Mﬂ) | — WIU' = |Mﬁ\
MNotese que M p &0 general, es distinto de M i aun siendo A simétrica.

Por otro lado: ADJ(A) = ['onﬁ] donde o, es el adjunto de aﬂi y

L ] R o
ap = (DM Vs DM =

CoOMo: ccy_ = ozﬁ > ADJ(A) es simétrica lLgqd

* Sea: A = [a ]una matriz cuadrada hermitica de orden n, es decir:
]

At AT AL A

Il

Ademas, por propiedad, se sabe que: | K'. [A]

S M” es la matriz de orden n - 1, obtenida de A luego de eliminar la i~ &ésima filay la -

|~ ésima columna, entonces:

i ] (la comprobacién queda para el lector )

i ["M_._T vi Mo
i y

" ARMANDO QUISPE P

. Luego: ADJ(A) = [ocﬂ] donde o, es el adjunto de a
{ i

Gl AL (O Ry (vera.7)

(R HEIET T T B ==y
ST

Ji

Como: o= E;_ — ADJ(A) eshemitica |lgqqd

N pRoBIEMA $5

Sean las matrices: A = [ a 1 J
i (0]

(n+1)an+4
C =

art 5 0
Encontrar la matriz “X” de orden 2, que satisface la condicién: A". X.B = C
Resolucion :

L Siendo: A:{a OJ
Tkt

Luego, en la condicion:. A" . X. B =C - A" X.BB'! - cB!
LG el B

perc): = { 4 Ol e 0
; ZA =g i _a—2 el

- Asumiendo que: X = [ f g , al reemplazar en (o), se tiene:
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a® na™! P 9 En et a 0 Wl

b g {r s}z atts 0 S e At = A% A =
' n+3 n+4 ' En general, paran ¢ 7 *

Gipina”'r a"g+na"'s na -a
3 ai.r al s & gl 0
De donde: Al si= 0 > 5=10

Donde:
g a5 =-a =% = heaa

b12 es el término enésimo en la sucesion:

3 R
by na® '.r=natc - p=20

por lo tanto: b 5 ©8 el término enésimo enlasucesion: 1 3 6
Qi iga y b, es el término enésimo es la sucesion: 1 4 10 20 ...
X = :
4
0]
& 4 b _n(n+1)(n+2)
6
PROBLEMA 86
/ : = < PRO '
Sea A = [a ] una matriz triangular superior de orden 4, tal que:  a, = 15 i< ] ROBLEMA §7
Ul
' sen o COos o
e o . Dada lamatriz C = l: Si —senmJ
if
Hallar: b, se define el polinomio: P(x; S
‘ X : k=1
RREviucion : e Calcular el determinante de: P
‘ ke | oz L el I ;
L } @S] Gl e OED. 3 Resolucion :
B e R Tt el 000 (e
A (0 S G | D0 o sen o cos
@l o @ G @ (@) (0} (0Nl &
mE 0 0 - cos o - senao
4 Jesg A Te Sl {Eeshin e 2 (o)
]0 % 3 5 o ae g i el il c? - sen o coso | _ [1
A% A = s e 0 el o eSS cos o — seno 0
p8g ~0 il DFROE SO O QR O] :
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il pui{é'}'\k@

| uego: € es involutiva, y en consecuencia:

' ARMANDO QUISPE P. el A3l m

' Resolucion :

@G = ViR parivil G = Gl VI PA Acomodando los elementos de la primera columna y luego descomponiendo como la adiclon

i . de dos determinantes; se obtiene: -
Entonces: B =D Ci=CiC€ & 4Ch ‘
P s e R e | ] e ] ] e G R |2 |
- 1R G [ b eI i e | (0 Bl Sl
*  Sines par P(C)=C+I+C+1+... +I=~2~(C+1) A bt ORI s L el i T T B L S o e Ol U R T (i e
AL O b e 1Bt b A 5| (OET R R loh -
1+SCTICL COS O 1+D 1 l ] 6 1 ] 1 ] 6 O 1 1 ] ()
P == 7 :
c .
G a2 cos o) 1-seno | En el primer determinante, restando la primera fila de las demés y en el segundo,
1+ seno  COS o = .~ desarrollando con respecto a la primera columna, resulta:
n.2 e 0):0
De donde: I R
E e 2 cosa 1-senua 4 :

* Si n esimpar: P(C) = C+1+C+1+...+C

|Al =

n+1 n-1 n+l

(—2—)sena+ ( ) cos o

g P(C) = : ; 1) Cl %_1 il e S o - En el segundo determinante, empleando el mismo procedimiento anterior:
F===m ) cos & —(T].Senu+ ‘ i makh
: 1 it Al e e R !
De donde: {P(C]1:(n—;—}2~{%—)2 sen® o — (T)Zcoszoc pie s

=0 si v es par

= —n; si n esimpar

5!+3.4.5+2

PROBLEMA 88

Finalmente:

A=t A8 {521 4 2542 3 99

Caleular: |A| =

— ==Y
[
e i
— ] = = e
Q) = ==

[All= 394




144 ° '.AGEBRA .~ ARMANDO QUISPE P
— cuftAne St
| o o 3 o 2 n-3 i ;n 2 " asn
PROBLEMA &9 po = (x—a) An_3+a[(x a)y(x+a)" C+(x-a)(x+a)" “+(x+a)" ]
ic
o S o - Ll NGRS R DR el (e
—ia Ll ST Ay b= .
—a -—-a g atuda i — i : = iene:
B it deorden e - : Haciendo k = n-1 y teniendo en cuenta que: A = x se tiene:
n-1
(e ayiitediitia ¥ (cra)yl bixa)t
g —a -—a =&l i=1

(et e alcra)l Wlet o)t 2ty (v a) > (x-a)® hun

Resolucion :

Llamando A a éste determinante. Restando la segunda columna de la primera, s¢

o) e —a) ol

obtiene: it L
(x~a)”‘1.x+a(x+a).l:(x+a) elea) ]
x-a 4. 1A a a (x+a)-(x-a)
== X a a a (x+a)n,1 o (x_a n—1
0 = D a a . =(x—a)"”-x+(x+a). ) 1
An = ;) o . . : 2
. : Finalmente:
0 -a -—-a = e
. ! (x+a)" + (x-a)”
Desarrollando, por propiedad, con respecto a la primera columna, resulta: A= 5
x a a a a a a a ;
—a, .’ x a a -a x a = PROBLEMA 90 ;
-a -—a o a =g als a i ini : A :
.. » _ S ' : ‘ Dada la matriz cuadrada de orden 6 definida por: A = [aﬁ] donde:
ST
—-a —4a =—a X S T R S 1 T

El primer determinante es el mismo que el inicial, pero de orden (n — 1); en éste sirealizamos
los mismos pasos iniciales se obtendra un resultado similar. El segundo determinante es

facil de calcular; agregando la primera fila a las demés, se obtiene: a (x +a)

LLuego:

4 = feea) A+ aera)i

A =

A = (x—a)zA"H2+a[(x—a)(x+a)”’2+(x+a)
e

n—1]

(x—a) [(x-a) An_2+a(x+a)“‘2]+a(x+a)“‘l

(x—a)z[(x—a)An73+a(x+a)“’3]+a[(x—a)(x+a)”‘2+(x+a)

n—2

n-]]

sHst

Calcular: | A|

Resolucicn :

Con las condiciones dadas, se obtiene:

0
-1
-1
-1
-1
-1

i<
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I'yle o un caso particular del problemna anterior comn:

: & G
- °tD - (0-D)
2

PROBLEMA 91 §

1 2 3

1 1 1

1 1 1
Calcular: :

1 1-n 1

Resolucion :

A=l

n-1 n
1 1-n
1-n 1
1 1

s =)

Surmando todas las columnas a la primera; luego desarrollando por propiedad, con respecto

a la primera columna, se tiene:

iRl -, g g
2
0 1 1 1
0 T o
|Al=
0 1 1 1
0 1-n 1 1

n

_hin+l

=1

Sumando todas las filas a la primera y luego agregar ésta primera a las demas filas, resulta:

n(n+1)
] e

R e

-1

1-n 1

-1

n{n+1)

—1
0
0]

—1
0
0

Lo

-1 -1
T -n

0
ol

0

0
0

0
0

0
0

Por una propiedad, demostrada‘en el problema 97 y teniendo en cuenta que el determinante

nhora es de orden (n— 1):

147

Resolucion :

(n-2)(n-1)

D G () (e n

(n-2) factores

(n-2)(n-1)
T (=2

(n-2)(n+1)

A=

(il iniae

n

-1 X —2n

Observe que el determinante es de orden n + 1, considerandolo como una funcién de X

denotémoslo por: A
. n+l

(x); realizando las siguientes transformaciones: a cada fila sumarle

todas las que le siguen, comenzando por la primera.

X-n xX—n
x—n-1
0O - —(n-1)

0 0

x—n
=1
X—-n-2
—-(n-2) x-n-3

s Tl
26—
X =]l

0 0
0 0

De cada columna restarle la anterior, empezando por la tltima; se obtiene:
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xX—n 0 0 0 0
—n x-1 1 0 0
0 -(n-1) x-3 2 0
0. ) -(n—-2) x-5 0
A"+1(x).= : z y :
0 0 (0] 0 n-1
0 0 0 0 x—2n+1

Desarrollando el determinante con respecto a la primera fila, para luego darle forma al menor
obtenido, se obtiene:

x -1 1 (0] 0 0
—n—-1) 5T w0 5 2 0 0
0 —-(n-2) x-5 3 0
0 0 —(n—-3) X 0
A fx)i= (x—n) . ! 4 ] :
n+1 4 3 4
0 0 0 0 n-1
0 0 0 0 x-2n+1
x-1 1 0 0 0
—(n-1) x-1-2 2 0 0
0 -(n=2) x=1-4 3 0
0 0 -(n-3) x-1-6 0]
Am(") = (x-n) . . . :
0 0 0 0 n-1
0 0 0 0 x-1-2(n-1)

El determinante obtenido tiene la misma forma que el inicial pero de orden n y en funcién
de x -1, Juego:

Aml(x) = ((e=T) .An(x-nl)
81 efectuamos el mismo procedimiento anterior, obtendremos:

An(x—l) = {(Fe=im)) - Ani](x——2)

An_1_(x—2) = (x—-n) . An_z(x—B)

. ARMANDO QUISPE P, 149

Asi, hasta Az(x—n—]) = (x-n) Al(x—n}

Donde: Al(x—n):x—n

Finalmente, reemplazando en forma sucesiva, resulta:

A (x) =‘(x—n)(x—n)(x—n)... (x—n)l‘

n+1
LW

(n+1) veces

AL G

W PROBLEMA 93

. Calcula: |A| =

Resolucion :

~ Realizando las operaciones: [, % g Wi E s S fi I

] -1
= LERS )
A= x-1 X
= =
=] ]

Trasladando f, dos lugares hacia arriba, luego: it X2 faop e B s
S

X -1 1

1 -1 (6]
|A| = E e i =
- X B -1

1 -1 X

= 1
-1 0
b [ e 1-x
0 -1
0 5

o) (@had @)
1l

Finalmente f5 + X f4 ; ppara obtener una matriz triangular superior:




Luego:

PROBLEMA 94

Calcular:

| Al

Resolucion :

Fil determinante es de orden n. Restando a cada fila la anterior, comenzando por la Gltima;

-1 1
-1 0
e L
0 A
0 0
| Al =

1 2

2 1

3 2

S lea s
n -l

SR e R e )

s v e i D

SN = DNW

n-2

=N WA

m—3

1 =

RS =N
|
W 2 —

luego de esto sumando a cada columna la primera, se tiene:

Al <

2
-1
1
1

3 4
-1 -1
=l =l
1 =1
1S
oyl

n-1
-1
-1
-1

-1

n
—1
~1
-1

-1
= |l

e e e

NN O W

NN

TNO O

NN

Por propiedad, desarrollando con respecto a la n — ésima columna:

(@)@ (@) 18]

(@) (@) () =)

. ARMANDO QUISPE P.

PROBLEMA 95

Resolucion :

A= En e

LAl = AR R S T e
%,_.,_M‘_}

2)

(n-1) factores

A= e ) 2 2

n
Siendo: Sn = Z k , calcular el determinante:
k=1

Restando de cada columna la anterior, comenzando por la tltima, se cbtiene:
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—_ puﬁh@ ' ‘ -

[ teggon

|Al = 8.(5,-5)(5,-8,)(8,-8,) ... (§ -8

P p
T > kY keprl e Y k- 2k
i k=1 =R k=1 k=1
S QSP=p+1;VpeZ“’ y ademas: S =1

LA R e

|A| = n!
PROBLEMA 96
|es2h 3 9
2 i3 1
3. 4.5 2
Calcular el valor de: | A| = Sy .
Gl 8

Resolucion :

En el determinante de orden 9, teniendo en cuenta que: 1+2+3+4+ ... +9 = 45

sumando todas las columnas a la primera y luego sacando factor comun, se tiene:

45650, Biea 9 1248554 9
ABER A A, e 163 &4%5 5 1
A5 A TBi G i UG 2
By R D : '
50001 2D 7 s 7
4500100 3 8 T ag 8

Restando a cada fila la anterior; comenzando por la tltima, y luego desarrollando con

respecto a la primera columna, resulta:

" ARMANDO QUISPE P.

@
() ) = 8]

Cambiando el orden de las columnas, por propiedad, que demuestra en el problema siguiente,

| se obtiene un determinante cuya forma es la misma que la del problema 59, para

B = 8 =y n =8

" luego:

7.8

|A| = 45 . (- 1) —NAb g i3 - 1)

|A| = 45(-1)(-9)’

PROBLEMA 97,

Demostrar que:

a a
1{n-1) 1(n-2)

a a a
2n 2(n-1) 2(n-2)

a a
3(n-1) 3(n-2)

a a a
nr nn n{n-1) nin-2)

donde el orden de las columnas en el segundo determinante es contrario al orden en el

. primero.
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y calcular:

o OO Oo
DA OOO
NUWw o o
0O AL NO
O~ W=

Resolucion :
Recordando que si una linea cualquiera se traslada “p” lugares, el determinante queda
multiplicado por (- 1)”.

Trasladando la tltima columna ( n — 1) lugares, queda asi:

a a a
a11 a12 13 PR a1|"( a]n aﬂ 12 o 1(n-1)
a S ) a a S - |

a21 22 a23 2n 2n a21 22 2(n-1)
a a a g a a a

31 23 33 3n o (_1)'!-1 3n 31 32 a3(n-1) =
a -a a B a a a e

1n 2n 3n nn nn nl n2 r(n-1)

Ahora, la tltima columna se traslada ( n — 2) lugares; luego la que quedara como tltima se

traslada ( n — 3) lugares y asi sucesivamente, quedando asi:

a a a
a]n 1(n-1) 1 1(n-2)
a a a -e.oa
2n 2(n-1) 21 2(n-2)
a a a
e (- 1)72 3n Sty 3(n-2) | =
a a a a
nn n(n-1) nl n(n-2)
a a a
1n 1(n-1) 1(n-2) a]_l
a a
a2n 2(n-1) 2(n-2) a21

(= ])(n—l} +(n=2) + (n-3)+ ... +1
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Finalmente:

PROBLEMA 98

Resolucion :

<

Calcular el rango de la matriz:

a
2n

(n-1)n

a a a
2n 2(n-1) 2(n-2)

a
1(n-2)

a
3(n-2)

MATRICES
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Y
faf 500, <1 o2y 00 s e )
B 0L 12t 3 2 e e 10Dl 2R g S0
7 RV L T S B e L R T
00 12T O R0 3 w6 TS
0 0 -2 -4 2 B0 =2 — 4o
R

+

ff13f; 1 0k 010~

45 s 0N S0 a1l B0

55 DAYOLL 2 e

ed B

e : O S0

Como la matriz canénica C tienerango r = 3, entonces la matriz inicial también tiene

rango
=
PROBLEMA 99
Dada lamatriz A = [a] deorden n donde: a = {n—? gL )
i ij 2 SIS

¢Para qué valores de n, la caracteristica r de lamatriz A esiguala n ?

Resolucion :
Para la matriz cuadrada A de orden n y caracteristicar : r=n <—> |A|l =20

Desarrollando la matriz, con las condiciones dadas y calculando su determinante; para lo

¢ual, sumando todas las filas a la primera y luego sacando factor comin, se obtiene:
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® Donde x = n-7+2(n-1) = 3(n-3). Ahora restando el doble de la primera fila o
" todas las demas, se tiene: ;

1
0O n-9
(0]

O O

S (n= ) (n=9) " NEEG

0

luege: n#3 A n=z9

I ne{1;2;4;5;6;7;8;10;11;... }I

PROBLEMA 100

+(2”—1)xn

Resolucion :

Usando la matriz ampliada y restandole a cada fila la anterior, comenzando por la tltima, se

obtiene:




1 -1 -1 -1

-2 4 Qe
0 -4 (S CE)
8

0 0 0
|_ 0

A partir de la segunda, dividiendo cada fila entre 2; 4; S DR y luego sumandole a cada

fila la anterior, comenzando por la segunda, resulta:

[ By 1 £y
-1 2 (0] (0] 0] (0] : a 0 -1
0 -1 2 0 0 (0} &) 0 -1
o 0 -1 2 QS ~1 -1
. A : B
: ;
0 0 0 0 (I 2 0 1
o g R s e R T 0 0
L ] L
Luego, comenzando por la tltima fila:
x = (n+l)a
n
X -X = na - Xx = (2n+1)a
n-1 n n-1
ke e (n-1Ya - Xof = (4n+1) a
M e (n-2)a — = (8n+1)a
Anélogamente:
x, = (P nrila
o PEgaina A

= 2=

AENE G

24
2a
4a
8a

O
DAl g

2a
3a
4a
ba

na

(n+1l)a

PROBLEMA 4

NIVEL BASICO

PROBLEMA 1

PROBLEMA 5

Calcular: (A - B)?

—

PROBLEMA 6

Si A es una matriz nilpotente de indice 2, calculai

PROBLEMA 2

PROBLEMA 7
Dz;da la matriz:

PROBLEMA 3

'PROBLEMAS PROPUESTOS

B) w? €)1

1 i 1+

= g

= e |

B)-2 C) 2i
E)O

A I+ A

B) [+ A @A
E)/-A

A = [ajlex3 tal que

i ST
Tebfesy st 2 f

Calcular: |A- A%
" B) 134

C) 118
E) 218
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PROBLEMA 8

a

Hl d
g

o, (e
el
h i

I\'r=6-‘

iyt (i) A=
Q aa

A) 24
[7) <120

PROBLEMA 9

Calcular el determinante:

>3

Il
NN N =
Do DN NN

Al B) 6

PROBLEMA 10
3

Calcular: ‘i
1

B) 54

i)
Sl
i)
j LS |

A) 60

PROBLEMA 11

ay + bx
cx + az
bz + cy

Resolver:

Dar el valor de y.

2 r 2
+ b+ e
abc

2 P2

0 a“+b°-c
2ab

2 2 2

A“+c b

u,_—

2ac

B) - 24
E) - 150

Q) 12

W= ==

C) 48

(|

]

, calcular:

o T
o
= 0

C) - 100

NN WO
[N S AR P 6
TN NDN

D)24 E)60

D)42 E)36

=

a4+ b2 - 2

B) ab

a2+ c2- p?

ac

D)

| PROBLEMA 12

Calcular:

PROBLEMA 13

1 ab
Calcular: e
)
A) O
C) ab + bc + ac

E) 2 (ab + bc + ca)

PROBLEMA 14

Calcular: A = 5

Dar como respuesta:

1 1
a+c a+b
ol L

b a+b

15

a-+c C

A)a B)b Cc D) 1 E) O

c(a+b)
a(b+c)
b(c+ a)

B) abc
D) 2abc

bed
acd
abd
abc

SR T - )
et =y

A

A)(a-c)(b-d)
C)(b-d)(e-d)
E)(a-c)(d-b)

PROBLEMA 15

Calcular el valor de:

(a-b)(b-c)(c-d)(d-a)

Biite -ajitd=b) -

D)(a-d) (b-d)

ARMANDO QUISPE P.

e
flss
-2t
jhat e
A)1 B)1+ ¢

D)1 + ¢2 B2

PROBLEMA 16

Sea la matriz A = [ay] de orden 4, tal que:

W
ay_{ii—Z :

Calcular: |A]

A)180 B)189 Q) 198 D)207 E)216

PROBLEMA 17
Luego de resolver el sistema lineal:
Xx+2y+ z = 2

B 2os s ]
4x -3y~ z =3
2x+4y+2z = 4

Dar xyz

A)O

D)2

PROBLENMA 18

Dado el sistema de ecuaciones:

XS = )

Xt omyt 2=

2 e =

¢Cuéntos posibles valores de “m ", hacen que el
sistema dado no tenga solucion tnica?

A) Ninguno B) 1 Q)2

D)3 E) Infinitos

PROBLEMA 19

Sea X = [xy] la matriz que verifica la ecuaciin
T Q) 1

a0 e { 0

QR ]

Calcular: Y, o I i

A) O B) 2

D) 5 E) 6

PROBLEMA 20

Calcular: |A| =

A) a° B) 4a°
D) 4a° E) 4a*

PROBLEMA 21

Calcular:
[A] =

A1 B) xyz
E)-1

D) xyz + 1

PROBLEMA 22

Hallar: |A™1%, si:

ADJ (A) =
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PROBLEMNA 23 FROELELA T PROBLEMA 30 Aya+btc B) ab + b+ a
i la mattiz X = [xg] de la ecuacion: Calcular los valores de a, para los cuales el sistermna e, :
homegénea: Dada la matrizz ADJ (A) = | -10 x 2 g Dya(o+e)
o ; ' a2 ol By b oiaein)
RS | 5 -3 18] a-ox a0
ax Syt et =0 PROBLEMA 34
|.a suma de todos los xj es: 8x + y+4z=20 Donde: |A| = 2 , hallar “x~
Sea “A” una matriz de orden 2 cuyo determinnnle
A) O B)13 Q1 D)3 E)10 tiene soluciones no triviales Al B)e Cha D)6 B8 es igual a 4, la diferencia entre la suma de los
PROBLEMA 24 A By-2 - G)2i4 PROBLEMA 31 elementos de la dlagcl)na1 principal y ]'.a suma |I‘..
los elementos de la diagonal secundaria es 8, 5
Sea la matriz A = [ay] de orden 4, tal que: D)3:4 E)-3;-4 _ . Calcular: se suma ‘x’ a cada elemento de la matriz "A"
st entonces el valor de su determinante es igual n
ay = aiq = 1 : Vi,j=1;4 PROBLEMA 28 (- 4). Calcular el valor de “x".
I trices: .
o Sean las matrices: . A1 B)- 1 02 D)-2 E)3
Hallar: [2A C e '
ar: [2A] A Sl A b . e bye B)aiipe nee PROBLEMA 35
A)64 B)320 Q160 D)16 E) 32 Dbl 6 : Calcular el valor del determinante de
C) ab+ bc + ac D)(a+b+<:}‘2
PROBLEMA 25 s SHRAEE A
- pandik o LEO E) a2+ b2+ c? =2 (ab+ bc + ac) ‘ .
Si la matriz: =l e a2 Zals
S PROBLEMA 32 B
1 a+b 0
e e e Si el producto  AB es la matriz identidad, hallar . Caleular: R |R|
el la suma de los elementos de la diagonal secundaria L (i
del producto BA. 5 :
; j 4 2 2
es simétrica, calcular; traza (A™1) 383 . A)a”+2b(a-b) B)a®™+2b* (a-b)
' A) 33 B === C) 35 ]
A) - 12 B)-14 Q)-16 1 : C)a*+2b(a+b)? D) a*+ 2b2 (a + b)*
- E)-15 400 407
D) - 13 ) D) = E) = E)a®+2 (a+b)?
A 26 i
PROBLEM. PROBLEMA 29 A) 160 EaEe PROBLEMA 36
Calcular: Siendo: A = [a] una matriz simétrica de orden Drsy By 24 Resolver la ecuacion:
i % g g 2 4, tal que: PROBLEMA 33 Dby 57
P 3+x X
[Al = % g é % 3 3 i . st 2 < itjs5 X x  4+x
1 8 8 8 1 Sl g -4 5ol 6 < £+J < 8 1
B) - —
A) 8 e e Calcular |A| ; : 1113
D) 812 B A)20 B)24 ©28 D32 B)64 B\




e

PHOBLEMA 37
L uleular el valor de x que verifica la ecuacion:
Cl
S5 a x| =ii0a
-a —a x

A) 7a B)6a C)ba D)4a E) 3a

PROBLEMA 38
Dada la matriz M = [myg] ; tal que:
30 30
a a 0 a
|l
a0

Mallar: > my; Vi;j

A) 0 B) 22 C) 42
D) a® E)-a®

PROBLEMA 39

Siendo A una matriz cuadrada regular tal que:

4

A=|A|-[5 6

Hallar: traza (A~ ")
9

A) 6 B) - Q) -9
) ) >
9
Dy = E) 9
)2
PROBLEMA 40
Hallar el determinante:
PH3A 0 3 S 3R 530
| 1423 2 24 421
D 1 B 3
BREL WG 52 10 DHE
A) 20 B) 24 C) 28

D) - 24 E) - 20

PROBLEMA 41

Sean las matrices:
P O e e )
1O 2 82

e S s i B (o]
G s

Tales que: A-B = [

Hallar: 2 (bi+ba) ; Vi,j

A)-3 B)-5 Q-7
D) 3 E)5
PROBLEMA 42

Hallar la suma de todos los elementos de la matriz

X que verifica la ecuacién matricial:

) ge ol nt 3
1 Y el | R )
X IO o S [ SR AT S 00 ]
(D) S 0) S 1
DEROEROSNE 1
A)-2 B)2 Q)3 D)= 30 )6
PROBLEMA 43
Dada la matriz:
= i oo
A = T e
N T et
Hallar: A®""! (ne Z4H
A) A B)- A ()i
D)1 E)pez il

PROBLEMA 44
Sea la matriz A = [ay] de orden 4, tal que:

|A| = 2, calcular:

ARMANDO QUISPE P.

EA A" B AY
A) 4 B) 8 C)16 D)32

PROBLEMA 45

Calcular:

|A] =

A)180 B)96 C)64 D)24

PROBLEMA 46
Sabiendo que: A-B = [

donde: A =

Hallar: | B|
A) 05 B) 0,01
D) 0,1 E) 0,05

PROBLEMA 47

Siendo: A = [aglsx3 tal que:
Hallar : \AD:J (2A%)]

A4 B)-8 Q64 D)-4

PROBLEMA 48

E)64

E) 0

E) 8

Dada la matriz A = [aj] de orden n y

R e AT (A AN [ A

Hallar : X'
A) A B)/-A?
D) A E)/-A

Q0

PROBLEMA 49

g
Sl EAT =D A
0.0

Calcular: |A|
A)l4 B)7 Q1

PROBLEMA 50

Sea la matriz A =

Calcular: traza (A']}

A)-3 B) -

7
Bl — L o
)3 E)

PROBLEMA 51

Dada la matriz A = [ay] de orden 3, donde:

N o
AT B R e

Hallar el producto de raices de la ecuacion:

|A| = 0

PROBLEMA 52

Hallar el rango de la matriz:

-8 -128 -42 76
& 3 e o)
420" T0 . —16
U s o )

B)1 Q)2 D)3 E) 4
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PROBLEMA 53

[l 1n matriz:

£
W
—

2 , donde:

2
2
—_

ws @ A = =18

8 AB = [ donde: B = [by), hallar: Y, bj
2

| 2
: Bt eyl
A) £ ) . )3
D)+ )1
3
PROBLEMA 54

I lallar la solucion (x; y; z) del sistema:

~—x- y+2z= 3

X +5y+ z= 4

S i 2y = =D

x +3y +5z= 6

2x - y+3z=-2
=25 -1;1) B)i(& 2 i)
25 05 1) Bt 2y = Mg 1)
EY(2:;-1;1)

PROBLEMA 55

Caleular el valor de:

0 4 -3 2 ~1

_4 0 2 EEE

|A] = 32 =2 9 =5 4

-2 1 5 (B e ]

I -5 -4 3 0

A) - 120 B) 120 o
(1) - 24 E) 24

PROBLEMA 56

Sea: A = [ay] una matriz cuadrada de orden 4
Tal que:
il desfoy s gt b e gf sl
el Do e
Hallar el mayor valor de “b" para que:
|A| = O
A) -1 B) O C)1
D)3 E) 4
PROBLEMA 57
Hallar la caracteristica de la matriz:
SR D S
ASSIE D G TGS
AN B EG IS e B a0
L@ ]2 SER] 3T A
|55 S ] e O

A)1 B) 2 @) 3 D) 4 E)5

PROBLEMA 58

Sea A una matriz cuadrada no nula, tal que:

Ar — DAL

@alenlan AL e Z i n
A)(n+1)A-nl B)yn® A -1
C)n® A-nl D)nA-(n-1)1
E)nA -/
PROBLEMA 59
Dadas las ma.trices:

S0.0 D

Gl 5 DEEECET 2

Calcular: Traza (?’A"1 LoRaly
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A)45 B) 42
D) 35 E)27

PROBLEMA 60

Si las matrices:

i i oL 2o
2 D)
L =l 8 x-2z

(3—29 2 x+y
z+3 -1 z-2x
z-bH 8l =1

son iguales, hallar el valor de xyz
A) 12 B) - 12
D)-6 E) 24

PROBLEMA 61

Siendo |a| # 1 ; resolver:

A
‘)1
G
)l
E)

PROBLEMA 62

Dada la matriz:

—i] ;
A= 2 1
2 -1

Calcular: Traza (ADJ (ADJ (A)))
A)28 B)?24 C) 21 D) 19 ) 18

PROBLEMA 63

Resolver la ecuacion:

(n-l).—)c

Senale la suma de sus raices.

A)n(n+1) B)(n—l)n

2 2

2_ — -
C)n 1 D)(n 2)(n
2 2

(n-2)n
2

PROBLEMA 64

Calcular:

E)

a
A) (a+ b) bn 1
C)(nb+a) b!

E) (na+ b) 7?1
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PROBLEMA 65
Calcular:
1 2 3 n

-1 0 3 n

-1 -2 0 n

B o a1 hsg
M)l B)(-1)"? Cn
D)n! E) (n+1)!
PROBLEMA 66

Hallar el determinante de la matriz:

x-1 x?-1 x3-1

B0 -4 x%2-4 o xP-8
Bii— Gty 2 gl Sy 0y
A)dx (x-1) (x-2) (x-3)
B) (x-1) (x-2)(x-3)
C)2(x-1)(x-2)(x-3)
D)x (x-1)(x-2)(x-3)
E)2x (x-1)(x-2) (x-3)
PROBLEMA 67
Hallar el valor de:
L7 0 e e | 1
TE 2 L | 1
il e e | 1
15 iy 1
R
A (n=1)! B) n! Q) (n-2)!

D)1 E) O

' PROBLEMA 68

Dadas la matrices:
i ) 2 -3
-7 3
c=[ . Hl]

que se obtiene al resolver la ecuacién matricial:

3(X-2A) =5(B-C)+2(X-A-B)

A) 27 B) 31 C) 33
Dya7% E) 47
PROBLEMA 69
Calcular:
1 ) 3 4
-2 1 -4 3
Sl e e s
4 3 =2 -1
A) 90 B) 900 C)-90
D) - 900 E) 24

PROBLEMA 70

Calcular el valor de:

3 6 5 6 4
B9 iiigise
A= G s g
: A6 B
2y Gy fE s
A)1 B)3 Q)5
D) 18 E) 24
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Senialar la suma de los elementos de la matriz “X”,

@y

NIVEL AVANZADO

PROBLEMA 71

Después de resolver el sistema:
2
a“x + ay + z

b%x + by + z =

¢Cx ticy+ 2=

Indicar el valor de: x2 + 2y
A)a+b+c
D) abc
E)a® + b3+ ¢ - 3abc

PROBLEMA 72

Resolver el sistema:

3x + 2y
ey

3z
z
2z

L

+
sl

+

+ 3y 2z

Dar el valor de w

B) ==
)3
45

E)2

PROBLEMA 73
Resolver la ecuacion en “x”
[ X X
- X i X
e = [
T e = e
Dar como respuesta la menor rafz.
A)-1 B e
D) -7 E)-2

B) ab + bc + ac

M D e

Q) -5

PROBLEMA 74

Calcular:

n
T (x+n-k)
k=1

n

T (x+n+2k)
k=1

n
T (x+n-2k)
Bl

DI s =)
i

BN e 122
Rl
PROBLEMA 75

0 a
-a 0
by R
SR e
A) (af + be - cd)? B) (af - be + cd)”
C) (af - bd + ce)? D) (ad + bf - ce)”
E) (ad - bf + ce)?

PROBLEMA 76

Hallar el valor del determinante:
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G r 5 5 5
5 4-x 5 5
) 5 4+ x )
o} 5 15) 6 - x l
Para: x = V7
A) 4 B) 25

)36 D)49 E)64

PROBLEMA 77

Decir cuantas son verdaderas:

= =1 ~1 iy
*|A"'| = |A| ';donde A" es lamatriz inversa
de A y existe.

*|ADJ(A)| = |A|""!, donde ADJ(A) es la

matriz adjunta de A.-

G d

s b
ADJ(A)=[_ ]

* Sj: A = [ o ],entonces:

(o4 a

* Si: A = kB, donde k es un escalar (k # 0),
entonces: |A| = k|B]

A) Todas B) 3 C)2
D)1 E) Ninguna
PROBLEMA 78

Resolver la ecuacién en x

4

2 3 0 0
4
0 2 N3 0
n = x+12
0 0 2 43
\?'37 0] 0 2
4
A) 1 B) 3 C)13

)2 E) O

PROBLEMA 72

Siendo:

Calcular : Traza (A“l)

A) 33 B) 11
D) 45 E) 60
PROBLEMA 80

Calcular el siguiente determinante:

a0 0N DISLOREED
@ g O 0D Q)
O J O Na b ()
BALSS 50 S 0leins i o0
@b 00s a0
B O) ORGSO
Ayt —hs B) (a® - b%)>
€) (2" + b%)> D) a® b°
E) a3 b3
PROBLEMA 81
Resolver la ecuacion:
atx X x X
x b+ x X 54 S
X X c+ X x
x X X d+ x

— abed
ab(c+d)+cd(a+b)

abed

ab(c+d)+cd(a+b)

C) 44
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- abed
ab(a+b)+cd(c+d)

abcd

D)
ab(a+b)+cd(c+d)

— abed

ab + bc+ cd + ad

E)

PROBLEMA 82

Sabiendo que:

2 -1
-3 2
31 -19

- 23 14

ADJ (A) =

B=[3 8 3 4]

Hallar la matriz X que verifica la ecuacion:

X -A=18B
A)[3 2 1 0]
@y 25193 0]
e I 203
PROBLENA 83
Dadas las matrices *A ”, “‘B”
que B.X. A =C"

donde: C = ADJ(B)

)

Hallar: | X|
A) 24
D) 244

BiiZE3 180
B2 5 @)

PROBLEMA 84
Sea la matrizz A = [ay] de orden e tal qus
|A| = 10 y la matriz B que resulta de multiplicas

una fila de A por un escalar k no nulo. Caleular

| |A. ADJ(A)|.B |

A) 1071 K B)107 +1. k

10" k

D) 102 i

E) 10 2n+1 k

PROBLEMA 85

Indicar si es verdadero (V) o falso (F) en cada caso:

* Sien lamatriz A de orden n, existe por lo menos
una submatriz cuadrada singular de orden
k (k < n), entonces el rango de A es k

* Si en una matriz de orden 5 x 4, todas las
submatrices cuadradas de orden mayor o igual
que 2 son regulares, entonces su rango es 4

* Si en una matriz de orden 5 x 6 todas las sub
matrices cuadradas de orden menor o igual ¢ue
3 son no singulares, entonces su rango es 3,

A) VVF B) VFF C) VFV

D) FVV E) FVF

PROBLEMA 86

Hallar “x’ , tal que el rango de la matriz:

sea el menor posible

Q)1
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PROBLEMA 87
Bablendo que |A ' es positivo y:
P
ADJ(A™h = 1
0

it

1 - &

1 1
x 4
Resolver el sistema: A-| y | =] 2
z il

dar el valor de (y + z)

A) 15 B) 10 (@)
D) 345 E) 25
PROBLEMA 88

Dada la matriz

R R
D p s
T e
Ao P

PAR

Resolver la ecuacién: A. X = X
donde X es una matriz columna.

Dar una solucion particular - X ¢

A)[-13-243] B)[.All—24l]
Q)[-13-341] D)[-11-243]
E)[-13-245]
PROBLEMA 89

Slendo A y B dos matrices del mismo orden n tal
que: [Alf = x y |B| = x?

Calcular el determinante de:
D =|At-B-A . B!

A) x'dn B) 'x2n—1

C)xZ(n—'l) D)x2n+1
E)x2(n+'l}

PROBLEMA 90
Si A es una matriz cuadrada de orden n, tal que

|A| = 3, calcular:

| ADJ (ADJ (3A)) |

A)3(m1){n2—1') B)3m+1)2tn—n
C)3(n+1)(n_1)2 D)3(n+1)3 ‘

E) 31

PROBLEMA 91

Dada la matriz A de orden n, tal que: |A| = p
(p e D-{-O}) , hallar :

| lp-Afl- A7
A) pn2+n—1 B)Pn2-+n+l
C) P2n+1 D) P'En—l
E) p[n+1)2
PROBLEMA 92

Siendo A una matriz de orden 4, tal que:

|Al = -l-, calcular:
5
| ADJ (ADJ (A™1) ) |
A) 5 : B) 5% ) GG
D) 53 E) 5°

ARMANDO QUISPE P.

PROBLEMA 93

Calcular:

PROBLEMA 94

Calcular:

A= 1) Bt el B)(-1)"- n!

C)—DyZe il D)@ e

E) n n!
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PROBLENMA 95

Dadas las matrices:

donde: i = -1

Calcular:  |A~1+ B
A)6 B)-6
D) 12 E)-12

PROBLEMA 96
Siendo A una matriz de orden 5 tal que:
|A] = 5
M=1[5-A"1. At
N = At Al (5. A" HE
Calcular:  |M- N|
A) 5% B) 532 C) 548
Db E).5=
PROBLEMA 97

Dada la matriz cuadrada: A = [ay] de orden n
tal que :

ag=maxfi:jt ; Yi;l=Tin
Calcular: | A |
A (-1)" By (-1)"*!
C)n D) (-1)".n

E) (_1)n+1.n
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PROBLEMA 98

|11 6l sistema lineal:

3x + 2y -~ 4z = a
—-4x + Yy - =)

x + 12y - 22z = ¢

S ¢ = Bba+ 2b, entonces éste:

A) Es compatible

[3) Tiene solucién Gnica

() Tiene infinitas soluciones

[2) No tiene soluciéon

[£) Depende de a A b

PROBLEMA 99

Siendo A y B dos matrices cuadradas de orden

n, indicar si es verdadero (V) o falso (F) cada uno

de los enunciados siguientes:
* |ADJ (A" = |ADJ(A™D)|
*(A+B)A 1 (A-B)=(A-B)A 1(A+B)

8l A% - -1 - |ADJ(A)* =1

A) VVF
C) FFF
E) FVF

PROBLEMA 100

Calcular:
1 1
15 @
1
TR
2
[Al=
eSe O]
3
1 Cn_l_
A)l
Q) C3n ¥
n
n 3n
E)2 Cn

B} VFF
D) FvV
1 1
Gt ion
(@ G
2 2
CS Cb
3 55
CJ.'1+1 ani-Z
n-1 n-1
B) G T
Pyt G

0N LWL =

p~| m'ﬁ‘m"'b'n'D m O >'“n“h mim>PimiO m '> b!




Las matrices v los determinantes
son herramientas del algebra que
facilitan el ordenamiento de datos,

asi como su manejo. Los
conceptos de matriz y todos los
relacionados fueron desarrollados
basicamente en el siglo XIX por
matematicos como los ingleses J.J.
Sylvester v Arthur Cayley y el
irlandés William Hamilton,

€l algebra matricial proporcional es una
técnica util para manipular conjuntos
grandes de datos y resolver problemas
relacionados que se modelan mediante las
matrices. -
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